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Grafi~ko predstavqawe energetskih veli~ina
idealnog gasa u karakteristi~nim dijagramima
na na~in koji nije uobi~ajen
Stru~ni rad

U radu je za karakteristi~nu politropsku promenu stawa
idealnog gasa dato grafi~ko planimetrijsko predstavqawe
najva`nijih energetskih veli~ina u radnom i toplotnom dija-
gramu, preko odgovaraju}ih povr{ina. Pri ovome kori{}eni su
diferencijalni oblici prvog i drugog zakona termodinamike, kao i 
osnovne relacije koje defini{u posmatranu promenu stawa,
napisane u pogodnom obliku.
Dobijeni rezultati, za politropsku kao op{tu promenu stawa,
primeweni su na izobarsku i izohorsku, kao karakteristi~ne
promene stawa. Pokazano je da bilo koju od energetskih veli~ina
(q12, w12, wt12, Dh12, Du12) mogu}e predstaviti kako u radnom (p-v),
tako i u  toplotnom (T-s) dijagramu.
Prikazana grafi~ka re{ewa, u odnosu na analiti~ka, omogu}uju
efikasnije teorijsko razmatrawe i predstavqawe razli~itih
termodinami~kih procesa idealnog gasa sa razli~itih aspekata i
znatno poma`u jasnijem sagledavawu problema i poboq{avaju
me|usobno sporazumevawe. Grafi~ki prikazi spoqnih uticaja,
odnosno energetskih veli~ina u prikazanim dijagramima, omogu}uju 
da se jo{ jasnije uo~i veza izme|u tih uticaja, promena stawa, kao i
wihovi me|usobni odnosi. Ovo posebno dolazi do izra`aja za slu~aj
kada postoji (p, v) i (T-s) dijagram za odre|eni idealni gas, {to je
~est slu~aj u tehni~koj praksi (na primer za vazduh kao idealan gas).

Kqu~ne re~i: idealan gas, kvazistati~ke promene, politropske
promene, energetske termodinami~ke veli~ine, radni i
toplotni dijagram, grafi~ko predstavqawe veli~ina

Uvodna razmatrawa

Teorijski posmatrano, postoji beskona~no mnogo vrednosti specifi~nog

toplotnog kapaciteta, a samim tim, kada se posmatraju procesi pri kojima

specifi~ni toplotni kapacitet ostaje nepromewen (c = const.) i beskona~no mnogo
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potpuno odre|enih termodinami~kih procesa, zbog toga {to svi ovi procesi imaju

upravo pomenuto zajedni~ko svojstvo, a i zbog potrebe da se ova problematika

generalizuje i uop{ti, uvodi se pojam politropske promene stawa [1, 2]. Drugim

re~ima pod politropskom promenom stawa podrazumeva se neka iz {iroke klase

kvazistati~kih promena stawa idealnog gasa za koju va`i da se, u toku wenog

odvijawa, specifi~ni toplotni kapacitet ne mewa [2–4].

Politropska kvazistati~ka promena stawa mo`e se analiti~ki, za idealan

gas, napisati kao [3, 5, 6]:

pvn = const. (1)

Promenu stawa treba shvatiti kao mewawe svih ili bar nekih veli~ina

stawa. Ova prirodna pojava nema nikakvih skokovitosti, nego se svaka veli~ina

mewa tako da u svom intervalu promene prolazi kroz sve vrednosti intervala sl. 1.

Ovo nagove{tava da promena geometrijski mora predstavqati kontinualnu figuru u

oblasti definisanosti.

Kako je politropska promena izra`ena sa samo dve veli~ine stawa, to

geometrijski mora biti kriva linija. Za slu~aj tehni~ke politrope (1 < n < k ), koja je

zastupqena kod realnih ma{ina, u p-v koordinatnom sistemu, to je raznostrana

hiperbola, ~iji je krak prema v-osi bli`i nego krak prema p-osi. 

Za tehni~ke politrope je karakteristi~no i to da specifi~ni toplotni

kapacitet ima negativnu vrednost {to zna~i da pri dovo|ewu toplote sistemu

wegova temperatura opada, a pri odvo|ewu toplote temperatura sistema se pove}ava.

Elementarni rad {irewa dat je op{tim izrazom:

d dw p v= (2)

odnosno kona~an izraz za rad, za promenu  stawa od 1 do 2 je:

d dw p v= ò
1

2

(3)

U p-v dijagramu (radnom dijagramu), apsolutni (zapreminski) rad,

predstavqen je povr{inom ispod krive promene stawa sl. 1(a). Na sli~an na~in u p-v

dijagramu predstavqa se tehni~ki rad sl. 1(b):
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Slika 1. Radni i toplotni dijagram tehni~ke politropske promene stawa idealnog gasa



w v pt12
1

2

= -ò d (4)

Isto tako za razmewenu koli~inu toplote va`i:

d dq T s= (5)

odnosno

q T s12
1

2

= ò d (6)

U T-s dijagramu (toplotnom dijagramu), sl. 1(c), razmewena koli~ina

toplote predstavqena je povr{inom ispod krive promene stawa, [2, 7, 8].

Predstavqawe energetskih veli~ina u

radnom dijagramu

Ako u radnom p-v dijagramu, prema sl. 2, u ta~ki 1 politropske promene stawa 

1‡2, konstrui{emo izentropu  s = s1 = const., a u ta~ki 2 izotermu T = T1 = const., u

wihovom preseku dobi}emo ta~ku 3. S obzirom da su stawa 1 i 2 odre|ena, ta~ka 3

odre|ena je iz sistema jedna~ina:

p v p v

p v p v

k k
1 1 3 3

2 2 3 3

=

=
(7)

Pri ovome va`i i jedna~ina p3v3 = RT3.

O~igledno, apsolutni rad politropske promene 1‡2 predstavqen je

povr{inom F(12ca1).

Iz prvog zakona termodinamike za izentropu 1‡3 va`i da je [9, 10]:

q u w13 13 13 0= + =D (8)

odnosno

Du u u w13 3 1 13 0= - = - < (9)

u u F3 1 13 1- = - ( )ba (10)

Prema tome, povr{ina ispod

izentrope 1‡3 (sl. 2), predstavqa

promenu unutra{we energije, izra`enu 

u istim jedinicama kao i rad {irewa u

p-v dijagramu. Za idealan gas va`i:
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Slika 2. Predstavqawe razmewene
koli~ine toplote i promene unutra{we

energije u p-v dijagramu



u u c T T c T T u uv v3 1 3 1 2 1 2 1 0- = - = - = - <( ) ( ) (11)

S obzirom da je T2 = T3, dok je u1 ‡ u3 = u1 ‡ u2 > 0. O~igledno, ovde je T1 > T2.
Prema tome povr{ina F(13ba1) na sl. 2, predstavqa promenu unutra{we

energije Du = u2 ‡ u1 < 0. Ovde treba voditi ra~una o znaku, s obzirom da je:

Du u u u u F12 2 1 1 2 13 1= - = - - = -( ) ( )ba (12)

Posle ovoga sledi prema prvom zakonu termodinamike:

q w u u12 12 2 1= + -( ) (13)

odnosno prema (12):

q F F F12 12 1 13 1 12 31= - =( ) ( ) ( )ca ba cb (14)

S obzirom da je rad ekspanzije w12 > 0, a Du12 < 0. Odavde sledi da povr{ina
F(12cb31) odgovara razmewenoj toploti za promenu 12, gde je q12 > 0.

Analogno prethodnoj analizi, tako|e u p-v dijagramu prema sl. 3, mo`emo
predstaviti promenu entalpije Dh12 = h2 ‡ h1 i tehni~ki rad wt12, za politropsku
promenu 1‡2. Za idealan gas, za politropsku promenu 1‡2 va`i, [11, 12]

Dh h h h h12 2 1 1 2 0= - = - - <( ) ( ) (15)

odnosno

h h c T T c T T h hp p2 1 2 1 3 1 3 1- = - = - = -( ) ( ) (16)

S obzirom da je T2 = T3, dok je T1 > T2. 

Za izentropsku promenu stawa 1‡3, va`i da je:

q w h ht13 13 3 1 0= + - =( ) (17)

ili

w h h h ht13 3 1 1 3 0= - - = - >( ) (18)

{to u p-v dijagramu predstavqa
povr{inu F(13bc1).

S obzirom na (16) povr{ina F(13bc1),
predstavqa i promenu entalpije za
promenu 1‡2 (sa negativnim znakom):

h h F2 1 13 1- = - ( )bc (19)

Prema drugom obliku prvog zakona

termodinamike sledi [13, 14]:
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Slika 3. Predstavqawe razmewene koli~ine 
toplote i promene entalpije u p-v dijagramu



q w h w h ht t12 12 12 12 2 1= + = + -D ( ) (20)

Uzimaju}i u obzir da je tehni~ki rad promene 12 predstavqen povr{inom

F(12ac1), sledi da se razmewena koli~ina toplote mo`e predstaviti povr{inom

F(12ab31):

q F F F12 12 1 13 1 12 31= - =( ) ( ) ( )ac bc ab (21)

O~igledno, ovde je q12 > 0.

Iz prethodne analize mo`e se zakqu~iti da se razmewena koli~ina toplote

za politropsku promenu stawa za idealan gas mo`e predstaviti preko odgovaraju}ih

povr{ina u p-v dijagramu na dva na~ina (sl. 4). O~igledno, predstavqene i{rafirane 

povr{ine moraju biti jednake.

Predstavqawe energetskih veli~ina u

toplotnom dijagramu

Sve energetske veli~ine za slu~aj idealnog gasa mogu}e je predstaviti i u

toplotnom T-s dijagramu prema sl. 5. Tehni~ka politropa, prikazana je kao promena

stawa 1‡2.

Kroz  ta~ku  1  prolazi  izohorska  promena  i  ona  se~e  u  ta~ki  3  izotermu 

T = T2, koja prolazi kroz ta~ku 2. Prese~na ta~ka 3 odre|ena je poznatom

izotermom T2 = T3, odnosno relacijom za izohorsku 1‡3 i izotermsku promenu 2‡3

[15, 16]:

p

p

T

T

T

T

p

p

v

v
3

1

3

1

2

1

3

2

2

3

= = = (22)

Pri ovome za ta~ku 3 va`i i p3v3 = RT3.
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Slika 4. Dva na~ina predstavqawa razmewene koli~ine toplote za idealan gas u p-v
dijagramu



Prema drugom zakonu termodi-

namike razmewena koli~ina toplo-

te za promenu 12 u T-s dijagramu mo`e 

se predstaviti povr{inom F(12cb1).

Za izohoru 13 prema prvom zakonu 

termodinamike va`i [17, 18]:

q w u u u

c T T c T Tv v

13 13 13 3 1

3 1 2 1 0

= + = - =

= - = - <

D

( ) ( )
(23)

S  obzirom da rad dw13 = pdv = 0 i

T3 = T2. Odavde sledi:

u u u u3 1 2 1 0- = - < (24)

Prema tome, zbog Du12 = u2 ‡ u1 = cv(T2 ‡ T1) = ‡cv(T2 ‡ T1) < 0 promena

unutra{we energije u T-s dijagramu za promenu stawa 12, mo`e se predstaviti

povr{inom F(1ba31):

u u F2 1 1 31- = - ( )ba (25)

Ovde se o~igledno mora voditi ra~una o znaku.

Prema prvom zakonu termodinamike za promenu 1‡2 bi}e [19, 20]:

q w u w u u w c T Tv12 12 12 12 2 1 12 2 1= + = + - = + -D ( ) ( ) (26)

odnosno preko povr{ine u T-s dijagramu

q F12 12 1= ( )cb (27)

s obzirom da je q12 > 0.

Odavde, apsolutni rad bi}e, s obzirom na (27) i (25):

w q u u F F12 12 2 1 12 1 1 31= - - = +( ) ( ) ( )cb ba (28)

{to se mo`e predstaviti povr{inom F(12ca31), u T-s dijagramu:

w F12 12 31= ( )ca (29)

O~igledno da je rad ekspanzije w12 > 0.

Ovde treba naglasiti da je razmewena koli~ina toplote za politropsku

promenu stawa, [21‡23]

q c T Tn12 2 1= -( ) (30)
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Slika 5. Predstavqawe promene unutra{we
energije i zapreminskog rada idealnog gasa u T-s

dijagramu



Pri ovome, za tehni~ku politropu

(n < k), sledi da je specifi~ni toplotni

kapacitet cn < 0 {to se odra`ava na znak 

q12.

U T-s dijagramu, mogu se predstaviti

promena entalpije Dh12 kao i tehni~ki

rad wt12, prema sl. 6. Razmewena

koli~ina toplote q12 kao u prethodnom

slu~aju mo`e se predstaviti povr-

{inom F(12cb1).

Prema prvom zakonu termodi-

namike je [24, 25]:

d d d d dq h w h v pt= + = - (31)

odnosno za promenu 12 bi}e

q h h wt12 2 1 12= - + (32)

S obzirom na relaciju (31) za izobaru 13 koja prolazi kroz ta~ku 1 bi}e [13,

14]:

q h h c T T c T T h hp p13 3 1 3 1 2 1 2 1 0= - = - = - = - <( ) ( ) (33)

odnosno

h h F2 1 1 31- = - ( )ba (34)

Iz (32) sledi:

w q h h q h ht12 12 2 1 12 1 2= - - = + -( ) ( ) (35)

odnosno preko povr{ina u T-s dijagramu, prema relaciji (34):

w q h h q h ht12 12 2 1 12 1 2= - - = + -( ) ( ) (36)

Prema tome tehni~ki rad u T-s dijagramu mo`e se predstaviti preko
povr{ine F(12ca31)

Ta~ka 3 i u ovom slu~aju potpuno je odre|ena, s obzirom da su sve veli~ine za
ta~ke 1 i 2 poznate. Napomenimo ovde, da nove uvedene promene stawa u (p-v) i (T-s)
dijagramu kroz ta~ke 1 i 2 u stvarnim dijagramima koji se koriste u praksi, ve}
postoje. 

Mogu}nost primene izvedenih zavisnosti

Ako u ta~kama 1 i 2 izobarske promene prema sl. 7(a), konstrui{emo

izentropu 13 i izotermu 23, za izentropu 13 je q13 = 0.
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Slika 6. Grafi~ko predstavqawe promene
entalpije i tehni~kog rada u T-s dijagramu



Isto tako, promena unutra{we energije bi}e [15, 16],

u u c T T c T T u uv v2 1 2 1 3 1 3 1 0- = - = - = - >( ) ( ) (37)

S obzirom da je, [8, 24],

q u u w13 3 1 13 0= - + =( ) (38)

bi}e prema (37):

u u u u w3 1 2 1 13- = - = - (39)

gde je w13 < 0, kao rad kompresije.

Uzimaju}i u obzir (39) sledi da se promena unutra{we energije za izobarsku

promenu 12 mo`e predstaviti povr{inom F(31ba3):

u u F2 1 31 3- = ( )ba (40)

zapreminski rad promene 12 u p-v dijagramu mo`e se predstaviti povr{inom

F(12cb1). Pri ovome je w12 > 0. Prema prvom zakonu termodinamike bi}e razmewena

koli~ina toplote (q12 > 0):

q u u w F F12 2 1 12 31 3 12 1= - + = +( ) ( ) ( )ba cb (41)

Ovome odgovara povr{ina F(312ca3), tj.:

q F12 312 3= ( )ca (42)
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Slika 7. Predstavqawe energetskih veli~ina idealnog gasa za izobarsku promenu stawa u
p-v i T-s dijagramu



Ako kroz ta~ku 2 izobarske promene povu~emo izohoru 23, a kroz ta~ku 1

izotermu 13, sl. 7(b), za izohorsku promenu 32 bi}e, [10, 21]:

q u u w u u c T Tv32 2 3 32 2 3 2 3 0= - + = - = - >( ) (43)

S obzirom da je dq = du + pdv.

Isto tako, zbog  T1 = T3, iz (43) sledi:

q u u c T T u uv32 2 3 2 1 2 1 0= - = - = - >( ) ( ) (44)

Prema tome promena unutra{we energije u2 ‡ u1, za izobarsku promenu u T-s

dijagramu mo`e se predstaviti povr{inom:

u u F2 1 2 32- = ( )cb (45)

Iz prvog zakona termodinamike sledi, [11, 20]:

w q u u F F12 12 2 1 12 1 2 32= - - = -( ) ( ) ( )ca cb (46)

Odavde sledi da se apsolutni rad izobarske promene u T-s dijagramu mo`e

predstaviti i{rafiranom povr{inom F(123ba1), tj.:

w F12 123 1= ( )ba (47)

Isto tako bi}e prema sl. 7(b):

Dh h h F12 2 1 12 1= - = ( )ca (48)

odnosno prema sl. 7(a):

Dh h h q F12 2 1 12 12 31= - = = ( )ca (49)

Sli~no prethodnoj analizi za izohorsku promenu 12 prema sl. 8(a), kroz

ta~ke 1 i 2 povu~emo izentropu 13 i izotermu 23. Za izentropu 23 (T2 = T3 i dq = 0),

bi}e, [4, 23, 28]:

q u u w13 3 1 13 0= - + =( ) (50)

odnosno

w u u c T T c T T u uv v13 1 3 1 3 1 2 1 2 0= - = - = - = - >( ) ( ) (51)

{to se mo`e predstaviti povr{inom F(13ab1) prema sl. 8(a),  s obzirom da je:
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q u u F12 2 1 13 1= - = - ( )ab (52)

Tehni~ki rad u (p-v) dijagramu je proporcionalan povr{ini F(12dc1).

Iz prvog zakona termodinamike sledi, [17, 22, 29]:

h h q wt2 1 12 12- = - (53)

Pri ovome je  wt12 > 0

Za izotermu 23 va`i

p v p v2 2 3 3= (54)

odnosno preko povr{ina

F F( ) ( )d2fed e3a0e= (55)

po{to je povr{ina F(efb0e) zajedni~ka, za dve prethodne va`i:

F F( ) ( )d2fed f3abf= (56)

Za odvedenu koli~inu toplote ve} je konstatovano da je:

q F F F

q F F
12

12

13 1 13 1

13 1

= - = - -

= - -

( ) ( ) ( )

( ) (

ab f f3abf

f d2fed ed) ( )= -F 13 21
(57)
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Slika 8. Predstavqawe energetskih veli~ina idealnog gasa za izohorsku promenu stawa u
p-v i T-s dijagramu



Posle ovoga sledi prema (57)

h h F F F2 1 13 21 12 1 13 1- = - - = -( ) ( ) ( )ed dc ec (58)

Ovo se mo`e dokazati i na drugi na~in.

Tehni~ki rad izentrope13, s obzirom da je q13 = 0, [4, 16, 27]

w h h c T T c T Tt p p13 1 3 1 3 1 2= - = - = -( ) ( ) (59)

odnosno

w h h Ft13 1 2 13 1= - = ( )ec (60)

Odavde sledi:

h h F2 1 13 1- = - ( )ec (61)

{to je identi~no sa relacijom (58).

Prema sl. 8(b), povr{ina ispod izohore 12 je

q u u w u u

q F u u
12 2 1 12 2 1

12 2 112 1

= - + = -

= - = -

( )

( )ba
(62)

Za izobaru 31 va`i, [19, 25],

q h h c T T c T T h h Fp p31 1 3 1 3 1 2 1 2 31 3= - = - = - = - =( ) ( ) ( )ac (63)

Isto tako bi}e

w q h h F Ft12 12 1 2 1 21 31= + - = - +( ) ( )ab ac (64)

odnosno

w Ft12 312 3 0= >( )bc

Odre|ivawe koeficijenta razmere

Kao {to je pokazano, energetske veli~ine predstavqene u radnom i

toplotnom dijagramu, proporcionalne su odgovaraju}im povr{inama. Da bi se u ovom 

slu~aju dobili upotrebqivi rezultati, ukoliko bi se `elela odrediti neka

energetska veli~ina e12 u kvantitativnom smislu, barem pribli`no neophodno je

povr{inu A na primer u [mm2] pomno`i odre|enim koeficijentom razmere kp ~ija je

vrednost odre|ena u radu [30]:
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e Ak p12
1= -[ ]Jkg (65)

koeficijent kp, ra~una se zavisno koji dijagram se posmatra. Za radni (p-v) dijagram,

bi}e:

k u up p v= - -[ ]Jkg mm1 2 (66)

Ovde su razmere za ordinatu, odnosno apscisu:

u
N

up v
/ /mm

mm

m kg

mm

2 3é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú

Za slu~aj toplotnog (T-s) dijagrama bi}e:

k u up T s= - -[ ]Jkg mm1 2 (67)

gde su razmere za ordinatu odnosno apscisu:

u uT s[ ]kmm
K / kgK

mm

- é

ëê
ù

ûú
1

O~igledno je da sve dijagrame treba nacrtati u odre|enoj razmeri.

Povr{ine je mogu}e odrediti i nekom od matemati~kih numeri~kih metoda.

U izrazu (65), za energetsku veli~inu e12 mo`e se uzeti bilo koja od veli~ina  

q12, w12, wt12, Dh, Du.

Zakqu~ak

Datom analizom, pokazano je da su radni (p-v) i toplotni (T-s) dijagrami,

pogodni za predstavqawe svih energetskih veli~ina, za najva`nije promene stawa

idealnog gasa, na pregledan na~in preko definisanih povr{ina. Posebna pa`wa pri

ovome mora se obratiti na predznak ispred energetske veli~ine. Podrazumeva se da

je povr{ina pozitivan broj. Odavde proizilazi da su mogu}nosti ovih dijagrama

mnogo ve}e od wihove standardne odnosno klasi~ne primene, koja je, slobodno se

mo`e re}i su`ena u odnosu na prikazanu. Na bazi date analize mogu se na pregledan

na~in sagledati uticaji razli~itih promena stawa na energetske veli~ine, posebno

u kvalitativnom smislu. Kvantitativna izra~unavawa mogu}a su samo pribli`no u

granicama grafi~ke ta~nosti. Isto tako pru`ena je i mogu}nost za analizu procesa u 

oba prikazana dijagrama. Grafi~ko predstavqawe energetskih veli~ina omogu}uje

jasnije i preglednije pra}ewe, kvalitativnu analizu kao i efikasnije upravqawe

odnosno optimizaciju termodinami~kih procesa. Isto tako pri ovome pru`ena je

ve}a mogu}nost za razne komparacije i efikasnije prora~une pri projektovawu ovih

procesa.

Razvoj savremene ra~unarske opreme, sa velikim mogu}nostima, danas

omogu}ava precizno predstavqawe slo`enih procesa kao i kvantitativne

prora~une, na primjer preko definisanih povr{ina.
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Prikazanu metodologiju, mogu}e je primeniti i za odre|ene promene

realnog gasa. Pri ovome, moraju se uzeti u obzir wihove karakteristike i

specifi~nosti.
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Ab stract

Graph i cal Represenation of En ergy Val ues of Ideal Gas in
Char ac ter is tic Di a grams by Us ing Un usual Way

by
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Dragana KEŠELJ, and Stefan M. PAVLOVI]

Fac ulty of Tech nol ogy, Uni ver sity in East Sarajevo, 
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In this pa per, for char ac ter is tic polytropic change of state of ideal gas is given
graph i cal planimetric graph i cal rep re sen ta tion of the most importrent en ergy val ues in
work place and ther mal di a gram, trough the ap pro pri ate area. In this pa per, we used
differetial forms of First and Sec ond law of ther mo dy nam ics and ba sic equa tion which
de fine the ob served chnange of state, writ ten in a suit able form. The re sults for the
polytropic change of state, are ap plied to the iso baric and isochoric  change of state. It is
shown that any of the en ergy val ues  ( q12, w12, wt12, Dh12, Du12) can be pres ent in both
work place (p, v) as well as ther mal (T-s) di a gram.Graph i cal so lu tions, com pared to the
an a lyt i cal, pro vide ef fi cient the o ret i cal ex plain and pre sen ta tion of var i ous thermo-
dinamical procceses of ideal gas with dif fer ent as pects and greately as sist a clearer view of
the prob lem and en hance each other liv ing ar range ment. Graph i cal rep re sen ta tion of ex -
ter nal in flu ences or en ergy val ues shown in the di a grams, make it pos si ble to more clearly
we see con nec tion be tween these ef fects, change of state, as well as their each other re la -
tions. This is par tic u larly ev i dent in the case when there are  (p, v) and (T-s) di a gram for a
par tic u lar ideal gas, which is com mon in tech ni cal prac tices (e. g., air as an ideal gas).

Key words: ideal gas, quasi stat ic change of state, polytropic change, en ergy
thermodinamic val ues, work place and ther mal di a gram, graph i cal rep re sen ta -
tion of val ues
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