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Cilj disertacije

Cilj disertacije je razvijanje metoda analize vremenskih serija dinamickih sistema i
primena za kvantifikaciju haosa u oscilatornoj reakciji Bray-Liebhafsky pod uslovima pri
kojima se generisu razli€iti tipovi dinamike.

Konkretno, definiSe se postupak karakterizacije vremenskih serija dobijenih iz
kineticke analize nelinearnih dinamickih sistema. Za kompletnu karakterizaciju haosa kao
najsloZenijeg oblika dinamickog sistema, potrebna je kombinacija veceg broja metoda, a
potrebno je definisati i uslove pod kojima ¢e svaka od njih dati pouzdani relevantni
rezultat. Uspesnost predlozenog postupka koji ukljucuje vise poznatih, ali i novih, metoda

za karakterzaciju haosa bi¢e proverena na oscilatornoj reakciji Bray-Liebhafsky.



UvOD

Nelinearna dinamika je nova interdisciplinarna oblast koja se izmedu ostalog bavi
proucavanjem nelinearnih fenomena u slozenim reakcionim sistemima. Poseban znacaj
ima za objasnjenje oscilatornih procesa u hemiji, fizickoj hemiji i biohemiji, odnosno, svim
onim reakcionim sistemima koji se mogu opisati pomocu stehiometrijskih izraza. U daljem
tekstu, mi ¢emo sve takve reakcione sisteme uglavnom posmatrati kroz najjednostavnije,
hemijske reakcione sisteme'.

U oscilatornim hemijskim reakcijama koncentracije reaktanata kaskadno opadaju, a
koncentracije produkata kaskadno rastu u vremenu, dok koncentracije intermedijera
naizmenicno rastu i opadaju u vremenu u pravilnim razmacima sve dok se sistem ne
ustali',

Oscilatorne reakcije, tokom kojih se odigravaju periodi¢ne promene u koncentraciji
nekih rekacionih vrsta (reaktanata, produkata ili intermedijera) u vremenu, jo$ je 1828.
godine opisao Fisner (Fechner) u radu u kome govori o oscilatornom kretanju’.
Sedamdeset godina kasnije Osvald® (Ostwald) je 1899. godine posmatrao rastvaranje jona
hroma u kiselini, 1 zapazio da brzina rastvaranja periodi¢no opada i raste. Medutim, kako
su oba pomenuta sistema bila nehomogena, pretpostavljalo se da ne mogu postojati
homogene oscilatorne reakcije.

Prvu homogenu oscilatornu reakciju, u kojoj se vodonik-peroksid razlaze na kiseonik
i vodu, objavio je 1921. godine* na univerzitetu u Kaliforniji u Berkliju William C. Bray
kome se u istrazivanju pridruZio njegov student Herman Liebhafsky’.

Oscilatorni sistemi predstavljaju predmet interesovanja velikog broja istrazivaca iz
oblasti fizicke hemije, ali i istrazivaca koji se bave nelinearnim fenomenima u drugim
oblastima®.

Oscilatorne reakcije mogu nastati u sloZzenim reakcionim sistemima u kojima postoji
veliki broj vrsta (reaktanti, produkti, intermedijeri). Hemijski sistemi u kojima nastaju
oscilatorne reakcije moraju da sadrze povratnu spregu, tj. neki intermedijer ili produkt
mora biti sposoban da utie na brzinu svog nastajanja i nestajanja’.

Proucavanjem mehanizma po kome se odvijaju oscilatorne reakcije dobijaju se
kvantitativni podaci (kriticne vrednosti kontrolnih parametara, nacini prelaska iz jedne

dinamicke strukture u drugu, svojstvene vrednosti jakobijanske matrice u stacionarnom



stanju, relaksaciona vremena itd.) koji se mogu koristiti za ispitivanje i usaglasavanje
teorijski postavljenih modela mehanizma sa eksperimentalnim rezultatima.

Oscilatorne reakcije mogu u uslovima koji su daleko od termodinamicke ravnoteze
da ispolje nemonotonu evoluciju, kao i multistabilnost kada za isti skup parametara
sistema, reakcija ima na raspolaganju vise moguéih neravnoteznih stacionarnih stanja’.

Linearnim reakcionim sistemima pripadaju reakcije prvog reda kao i sloZeni lanci
reakcija prvog reda, ali pod uslovom da ne dolazi do toplotnih promena’.

Za razliku od linearnih, nelinearnim rekacionim sistemima pripadaju skoro sve
hemijske reakcije, jer je brzina hemijske reakcije gotovo uvek nelinearna funkcija
promenljivih vrednosti, npr. koncentracije konstituenata ili temperature. Nelinearni sistemi
nastaju u uslovima daleko od termodinamicke ravnoteze i sastoje se od velikog broja
konstituenata Cije se interakcije matematicki opisuju nelinearnim relacijama, a ispoljavaju
linearnost samo u okolini ravnoteZnog stanja'.

Jedan od oblika dinamike sistema, kada se sistem nalazi daleko od termodinamicke
ravnoteze, jeste kretanje po nuklini. Nuklina je deo faznog prostora u kome su promene
koncentracija svih internih vrsta sem jedne jednake nuli, i moze imati oblik prave ili krive
linjje. Kretanjem po nulklini objaSnjava se pojava asimetri¢nih, takozvanih relaksacionih
oscilacija, karakteristicnih po dugotrajnim periodima monotone evolucije koju prekidaju
kratkotrajni skokovi u kojima se koncentracije veoma brzo menjaju i do viSe redova
veli¢ine™’,

Nagle promene u nelinearnom sistemu mogu dovesti do pojave haosa u sistemu. Re¢
haos 1 pridev haotican koriste se da opiSu vremensko ponasanje sistema koje je
aperiodi¢no, odnosno koje se nikada potpuno isto ne ponavlja, te kao takvo nema period
ponavljanja’.

Istrazivanja dinamike nelinearnih reakcionih sistema®’ udaljenih od ravnoteZe
obuhvataju 1 razli¢ite oblike monotone i oscilatorne evolucije reakcionih sistema, kao 1
prelaze jednih u druge, odnosno bifurkacije. Pri tome, posebna paznja se posvecuje
regularnim oscilatornim procesima kao 1 oscilatornim procesima u neregularnom
periodi¢nom rezimu poznatom pod nazivom deterministi¢ki haos'®. Deterministi¢ki haos
oznacava neuredeno, aperiodi¢no kretanje odredeno deterministickim dinamickim
zakonima. Pojam deterministicki haos je povezan sa stohastickom pojavom datih uredenih
dinamickih struktura koje se aperiodi¢no u vremenu ispoljavaju u posmatranom sistemu,

mada su date sekvence izazvane deterministiCkim dinamickim zakonima. Za razliku od



deterministickih, postoje i stohasticki sistemi kod kojih se budu¢e ponasanje sistema moze
predvideti samo kroz verovatnocu nalazenja sistema u odredenom stanju ili kroz evoluciju
srednje vrednosti fizicke veli¢ine koja oslikava njegovo dinamicko stanje.

Jedan od problema u istrazivanjima dinamike pomenutih reakcionih sistema jeste
identifikacija oblika dinamike u grani¢nim slucajevima, koji se javljaju u blizini
bifurkacije. Bifurkacija je kvalitativna promena dinamike do koje dolazi pri kontinualnoj
promeni vrednosti nekog kontrolnog parametra, kao Sto je specificna brzina protoka,
temperatura ili koncentracija nekog od reaktanata. Iako konstanta brzine ne moze da bude
kontrolni parametar u eksperimentalnim istrazivanjima, u slucaju numeric¢kih simulacija
moze se tretirati kao neka vrsta kontrolnog parametra. S obzirom na to da su dinamicke
strukture u faznom prostoru koncentracija predstavljene faznom trajektorijom, bifurkacija
odrazava kvalitativne promene koje se deSavaju u faznom prostoru dinamickog sistema
tokom varijacije kontrolnog parametra'’. Trajektorija dinami¢kog sistema u faznom
prostoru posle prolaska tranzijentnog perioda naziva se atraktor i u zavisnosti od sistema
ima razlicite oblike (stacionarno stanje, grani¢ni krug, torus, ¢udni atraktor). Vrednost
kontrolnog parametra pri kojoj dolazi do bifurkacije dinami¢kog sistema je bifurkaciona
tacka, dok se grafik bifurkacionih tacaka u parametarskom prostoru naziva bifurkacioni
dijagram.

Aperiodicne oscilacije reakcionih sistema nastaju pod strogo kontrolisanim uslovima
i bez obzira na njihovu prividnu neuredenost i dokazanu nepredvidljivost, odlikuju se
deterministickim karakterom u pogledu niza osobina. U proucavanju zakonitosti
aperiodi¢nih oscilacija nezaobilazni korak je odredivanje tih invarijantnih osobina, kao 1
karakterizacija tipa haosa njihovom kvantifikacijom, Sto se wuobi¢ajeno naziva
kvantifikacijom haosa. Medutim, zakonitosti nelinearne dinamike mogu se sagledati iz
vremenskih serija samo uz pomo¢ specifi¢nih, sofisticiranih metoda analize, bez obzira na
to da li su izvorni podaci dobijeni eksperimentalnim merenjima nekog signala ili
numerickim simulacijama.

Slozenost problema karakterizacije nelinearne dinamike najbolje se vidi na primeru
deterministickog haosa koji je najsloZzenija forma nelinearne dinamike. Primeri
sistemima ukljudujuéi industrijski vazne kataliticke reakcije''"?, biohemijske procese u
Gelijama Zivih organizama', dinamiku ekosistema'”, ekonomiju'®, saobraéaj'’. Pokazalo se

da, bez obzira na prirodu sistema, dinamika nekog od tipova deterministiCkog haosa



pokazuje uvek iste, univerzalne osobine’. Nelinearni reakcioni sistemi pokazali su se kao
odlican izvor za dobijanje kontrolisanog haoti¢nog stanja u laboratorijskim uslovima, kao
dinamickog stanja koje se moze reprodukovati, iako se zbog osetljivosti na pocetne uslove
u svakom pojedina¢nom eksperimentu dobija razliita vremenska serija. Pritom, sami
polozaji oscilacija u vremenu medusobno se razlikuju za dve serije dobijene pod istim
uslovima. Zbog haoti¢ne prirode fenomena, za iste vrednosti pocetnih uslova nikada se ne
dobija potpuno ista vremenska serija. Zato je neophodno odredivanje kvantitativnih
pokazatelja haosa da bi se dobile nove informacije o fiziCkohemijskoj prirodi reakcionog
sistema koja prouzrokuje ovu pojavu. U slucaju nelinearnih reakcionih sistema, to se
najces¢e postize kroz vrednosti konstanti brzina u odgovaraju¢em modelu reakcionog
mehanizma.

Direktno vizuelno razlikovanje haoti¢nih 1 regularnih oscilacija moguce je samo u
retkim slucajevima i sa velikom dozom nepouzdanosti. Zato kvantifikacija haosa ¢esto
predstavlja jedini nafin da se pouzdano identifikuje oblik dinamike. Osim toga,
kvantitativni pokazatelji haosa nose u sebi sofisticirane informacije o suptilnoj prirodi
mehanizma koji je odgovoran za nastanak ove najsloZenije forme nelinearne dinamike.

Pored kvantitativnih, postoje i kvalitativni pokazatelji deterministickog haosa:
geometrija atraktora'®, Poenkareov presek’'’, spektar snage’, autokorelaciona funkcija®'”.

Prisustvo haosa u sistemima moZe biti potvrdeno odredivanjem najveceg
pozitivnog Ljapunovljevog (Lyapunov) eksponenta koji pokazuje kako se menja
rastojanje dve bliske pocetne tacke tokom evolucije dinamickog sistema. Zatim,
Kolmogorovljevom entropijom (K - entropijom) koja je mera neuredenosti, odnosno
haoti¢nosti sistema. Kako su mnogi nelinearni sistemi osetljivi na pocetne uslove, njihove
trajektorije u faznom prostoru, koje su u pocetku bliske, teze da se razdvajaju i tako kod
haoti¢nih sistema formiraju atraktore cudne, fraktalne geometrije. Fundamentalna odlika
fraktalnih objekata je samo-slicnost, §to znaci da su delovi objekta sli¢ni celini. Posledica
ove osobine je zakon skaliranja koji omogucava da se objekat u celini okarakteriSe
odredenim eksponentom - fraktalnom dimenzijom.

Pored toga, znacCajan kvalitativni pokazatelj haosa je Poenkarecov presek koji
omogucuje da se, na primer, iz njegovog izgleda u dvodimenzionalnoj ravni moze odrediti
karakter kretanja koje ga generiSe u trodimenzionalnom faznom prostoru. Zatim, spektar
snage je pogodan za kvalitativno razlikovanje sistema sa haoticnom dinamikom od periodi¢ne

dinamike sa vise frekvencija, dok autokorelaciona funkcija meri korelaciju (sli¢nost) signala



sa samim sobom u razli€itim vremenskim intervalima. Korelacija je visoka za pravilne
oscilacije, dok za haoti¢ne ona brzo opada na nulu®'°.

I pored brojnih pokuSaja, kvantifikacija haosa je i1 dalje netrivijalni problem koji
nema jedinstveno redenje’. Poznato je da je za adekvatnu karakterizaciju haoti¢ne dinamike
neophodna kombinacija viSe metoda, ali nije definisano koje metode treba koristiti u
pojedinim slu¢ajevima i kada ée neka od njih dati pouzdani relevantni rezultat’'’. Na¢in na
koji se same metode koriste ¢esto je u velikoj meri arbitraran i zato kvalitet publikovanih
rezultata ponekad viSe zavisi od iskustva istrazivaca nego od prirode sistema. Dodatni
problem ili uzrok svih prethodno pomenutih problema je visok nivo sloZenosti nelinearnih
reakcionih sistema koji su pod uslovima pojave deterministickog haosa ekstremno osetljivi
na pocetne uslove. Zato je neophodno razviti pouzdane algoritme kvantifikacije haosa,

kako bi se iz dinamike mogle izvué¢i merodavne informacije o fiziCkohemijskoj prirodi

sistema.



1. TEORIJA DETERMINISTICKOG HAOSA

Izraz haos poti¢e od Grcke reci yoog i oznacava neuredeno (aperiodi¢no) stanje ili
kretanje nekog sistema. Aperiodicno ponaSanje oznacava da se nijedno stanje sistema ne
ponavlja.
poslednjih Cetrdesetak godina. Napredak teorije haosa omogucile su apstraktne
matematicke ideje, dobro osmisljeni eksperimenti kao i pojava brzih kompjutera.

Teorija haosa opisuje ponasanje odredenih dinamickih sistema (sistema ¢ije stanje
evoluira tokom vremena), koji se odlikuju dinamikom veoma osetljivom na pocetne
uslove. Kao rezultat ove osetljivosti koja se manifestuje eksponencijalnim rastom
perturbacija, ponaSanje haoti¢nih sistema izgleda slucajno. Ovo se dogada ¢ak 1 ako su ti
sistemi deterministicki, $to znaci da je njihova dalja dinamika u potpunosti odredena
pocetnim uslovima, bez uticaja slucajnih faktora. Ovo ponaSanje poznato je kao
deterministicki haos, ili prosto haos.

Teorija haosa svojom Sirokom primenom u medicini, tehnici, ekonomiji,
meteorologiji, zastiti zivotne sredine..., pokazuje svoju interdisciplinarnu prirodu. U
meteorologiji teorija haosa ukazuje na nemoguénost dugoroénog predvidanja vremena®, u

8,21,22

hemiji haos se javlja kao kompleksna forma kinetike hemijskih reakcija , u ekonomiji

.= % : 16,23
ova tGOI'l_]a omogucava razumevanjc promena céna na berzama

, u astronomiji
upozorava da samo malo pomeranje nevelikog asteroida moze uzrokovati raspad celog,
dotad stabilnog, planetarnog sistema u svemiru*. Tako je predvidanje buduénosti sistema u
haoti¢nom rezimu prakticno nemoguce, pazljivijim promatranjem mogu se uociti
pravilnosti 1 zakonitosti koje omogucavaju bolje razumevanje mnogih prirodnih i
druitvenih pojava''"'>!7- 227,

Osnovna karakteristika svih haoti¢nih sistema je da su nelinearni. Linearni sistemi ne
prelaze u haos. Druga njthova osnovna karakteristika je da ukoliko su disipativni na
haoti¢ne sisteme mora da deluje i spoljasnja pobuda. Zatim, ove sisteme karakteriSe
izuzetna osetljivost na poéetne uslove. Cak je i u otvorenom reaktoru, gde dinamicko
stanje ne zavisi od vremena, atraktor haoti¢nog sistema beskonacna krivudava linija u
faznom prostoru koja zauzima veliki deo faznog prostora i nigde se ne sece. U tom slucaju

u funkciji pocetnih uslova, sistem ¢e le¢i na aktrator, odnosno dodirivati atraktor, na

potpuno razli¢itim mestima. Zato se kaze da evolucija sistema mnogo zavisi od pocetnih



uslova. Za razliku od haoti¢nih, kod periodi¢nih sistema sa kona¢nim periodom, atraktor je
konac¢na linijja u faznom prostoru. Tacka dodira evolucije sistema i atraktora opet ¢e
zavisiti od pocetnih uslova, ali ¢e sistem nezavisno od tacke dodira nastaviti da se krece po
uvek istoj kruznici. Samo priblizavanje kruznici 1 nedovrSeni prvi krug mogu biti razliiti.
U slucaju linearnih sistema, atraktor je tacka, tako da nezavisno od pocetnih uslova, svi
sistemi zavrSavaju u toj tacki koja oznaCava neravnotezno stacionarno stanje pod datim
uslovima.

U zatvorenom reaktoru, gde se koncentracije reaktanata menjaju u vremenu i svi
pomenuti atraktori se menjau u vremenu, $to dodatno komplikuje analizu ovakvih sistema,

a posebno njihovu zavisnost od poc¢etnih uslova.

1.1. SCENARIJI PRELASKA U HAOS

Postoji nekoliko nacina (haoti¢nih scenarija) preko kojih dinamicki sistem moze da
prede u haos®"% 2%

Fajgenbaumov scenario prelaska u haos podrazumeva da se sa promenom
bifurkacionog parametra u dinami¢kom sistemu javlja niz tzv. viljuskastih bifurkacija. One
nastaju kada u dinamici sistema iz nekog razloga stabilna fiksna tacka postaje nestabilna, i
na njenom mestu se pojave dve nove stabilne fiksne taCke. Slika 1., polozaj 1. Sa
povecanjem kontrolnog parametra, dolazi se do druge bifurkacije, polozaj 11, kada se broj
fiksnih taaka ponovo udvostrucuje i sistem se sastoji od Cetiri stanja. Zatim se Citav
proces ponavlja do perioda 8, 16, 32 itd. Pri vrednostima kontrolnog parametra, pri kojima
dinamicki sistem ima vise ustaljenih stanja, moguc¢a je evolucija udvojenih perioda ili
evolucija mesSanih modova. Pri daljoj promeni kontrolnog parametra i uvecanjem broja
fiksnih tacaka, pri nekoj kriti¢noj vrednosti bifurkacionog parametra dostize se aperiodi¢na
evolucija, odnosno haos, polozaj IIl. U kontinualnim dinamic¢kim sistemima, pri pojavi
udvajanja perioda novi grani¢ni krug pojavljuje se iz ve¢ postojeceg, a period novog kruga

je priblizno udvostru¢en u odnosu na pocetni.
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Slika 1. Prelazak sistema u haos putem udvajanja perioda.

Intermitencije koje su prvo primeéene od strane Iv Pomo-a*® i Pjer Manevil-a®' 1979.
godine, predstavljaju naizmeni¢ne periodi¢no - haoticne faze u dinamici sistema koje se
smenjuju u vremenu pri fiksnoj vrednosti kontrolnog parametra. Haoti¢nost se moze u
ovim sistemima ispoljiti kao neperiodi¢na dinamika koja se u nepravilnim vremenskim
intervalima smenjuje sa periodicnom, zatim kao smena periodicne dinamike sa
neperiodi¢nom u pravilnim vremenskim intervalima, i na kraju kao vremenski pravilna
smena periodi¢ne dinamike i dinamike sa udvojenim periodom sa nepredvidivom formom.
Ovaj nacin prelaska u haos moze se prepoznati po tome $to se obi¢no, variranjem
bifurkacionog parametra, prvo zapazaju kratkotrajni haoti¢ni paketi. Usled priblizavanja
sistema tacki prelaza, kretanje je isprekidano sve ceS¢im haoti¢nim paketima tako da

intervali regularne periodi¢ne dinamike postaju sve kraci i na kraju ostaje samo haos.

Kvaziperiodicni scenario je od svih poznatih prelazaka u haos najranije otkriven. On
zapocCinje pojavom kvaziperiodi¢nih oscilacija sa nekoliko nesamerljivih frekvencija,
(frekvencija ¢iji odnos ne odgovara odnosu celih brojeva) posle ¢ega sistem moze da prede
u haos. U tacki u kojoj se postize haos, odjednom nastaje Siroki kontinualni spektar snage.
Ruel i Takens u saradnji sa Njuhaus-om dali su poboljSanu Semu prelaska sistema u haos:
Fiksna tagka — graniéni ciklus — 2 — torus — 3 — torus — ¢udni atraktor'®

U osnovi prelaza je Hopfova bifurkacija koja generiSe grani¢ni krug iz nestabilne

fiksne tacke.

Homoklinicni scenario prelaska u haos karakteriSe se ¢injenicom da nije pracen bilo
kakvom promenom stabilnosti i brojem fiksnih tacaka sistema. Homoklini¢na orbita je

trajektorija dinamiCkog sistema koja spaja sedlastu ravnoteznu tacku sa samom sobom.



Homoklini¢na orbita se moze iznenada pojaviti sa promenom kontrolnog parametra. Ona
takode ima jak uticaj na prirodu trajektorija koje prolaze blizu nje, slika 2.

Homoklini¢ni scenario prelaska u haos odnosi se na nastajanje aperiodi¢ne evolucije
u uslovima u kojima se u sistemu formira homoklini¢na orbita. Homoklini¢na orbita moze
nastati kada se kretanjem po nulklini sedlasta tacka spoji sama sa sobom, pri ¢emu se
formira ili grani¢ni ciklus ili torus. Homoklini¢na orbita je nestabilna i vremenska
evolucija koja se zapaza pod dejstvom fluktuacija je aperiodicna®.

Kao i prethodno opisani nacini prelaska u haos i ovaj haoti¢ni scenario se odvija

prema deterministickim zakonima.

Slika 2. Homoklini¢na orbita dobijena za Roslerov model. Slika je preuzeta iz reference®”.
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1.2. OSCILATORNE REAKCIJE

Ako u toku hemijske reakcije koncentracije reaktanata kaskadno opadaju,
koncentracije produkata kaskadno rastu sa vremenom sve dok se sistem ne ustali, a
koncentracije intermedijera rastu i opadaju sa vremenom u pravilnim vremenskim
razmacima, takve reakcije nazivaju se oscilatorne hemijske reakcije, a sistemi u kojima se
one realizuju, hemijski oscilatori’. Koncentracije reaktanata i produkata se menjaju
kaskadno, odrazavaju¢i periodicne promene brzina nastajanja, odnosno nestajanja
intermedijera. U takvim sistemima, u faznom prostoru koncentracija intermedijera kruzi
oko neravnoteznog stacionarnog stanja.

Stanje ravnoteze se postize kada su sve elementarne reakcije koje ¢ine celokupni
mehanizam tako izbalansirane da je brzina reakcije u pravcu formiranja produkata jednaka
njihovoj povratnoj brzini. Ovi ravnotezni uslovi su ispunjeni i jedino su ostvarljivi u
zatvorenom reakcionom sistemu'”.

Oscilatorne hemijske reakcije javljaju se u uslovima daleko od termodinamicke
ravnoteze koji su ispunjeni u otvorenom sistemu gde je stalnim dotokom reaktanata
moguce neograni¢eno odrZavanje bilo koje dinamicke strukture. One su moguce i u
zatvorenom sistemu, kada se reaktanti polako razlazu, ali se tada koncentracije reaktanata
tokom vremena smanjuju i sistem tezi da posle prolaska kroz tranzijentna stanja dostigne
stanje dinamicke ravnoteze'.

lako je Lotka® (Lotka) 1910. godine teorijski predvideo postojanje oscilacija u

hemijskim sistemima, prvu homogenu oscilatornu reakciju u kojoj se vodonik-peroksid u
prisustvu [H'] i [105] jona kroz sloZen mehanizam razlaZe na kiseonik i vodu, otkrio je i

objavio Bray 1921. godine®. Bray-u se deset godina kasnije u istraZivanju pridruzio
Liebhafsky’, i u njihovu &ast je reakcija nazvana Bray-Liebhafsky (BL) oscilatorna
reakcija.

Kasnije su otkrivene i druge oscilatorne hemijske reakcije medu kojima su
najpoznatije Belusov-Zabotinski (Belousov-Zhabotinskii) oscilatorna reakcija, koja se
javlja u ve¢em broju varijacija, npr. kao reakcija oksidacije malonske kiseline bromatnim

jonima u kiseloj sredini u prisustvu metalnog katalizatora®* *°

1 Bridz-Roserova (Briggs-
Rauscher) oscilatorna reakcija, odnosno reakcija kataliticke oksidacije organskog supstrata

jodatom i vodonik-peroksidom u kiseloj sredini*®.
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1.2.1. BRAY-LIEBHAFSKY OSCILATORNA REAKCIJA

Detaljan mehanizam Bray-Liebhafsky (BL) reakcije, kao i ostalih oscilatornih
reakcija jo§ uvek nije u potpunosti rasvetljen, iako postoji mnogo publikacija iz ove
oblasti. Ipak, globalni mehanizam ove reakcije je uglavnom poznat zahvaljujuci relativno
malom broju istrazivaca koji se bave ispitivanjem ove hemijske reakcije. BL reakcija se
danas izu¢ava uglavnom u Beogradu (Ljiljana Kolar-Ani¢, Slobodan Ani¢, Zeljko Cupi¢ i
saradnici), zatim u Briselu (Guy Schmitz) i Bratislavi (Peter Sevéik, Ljubica Adaméikova i
saradnici)’’.

Bray-Liebhafsky reakcija je najstarija poznata homogena oscilatorna reakcija i

predstavlja razlaganje vodonik-peroksida na vodu i kiseonik u prisustvu [H'] i [ 105 ] jona:

2H,0, —% 5 2H,0 + 0, (1.2.1)

Bray je 1921. godine pretpostavio dva kineticka puta razlaganja vodonik-peroksida u

toku oscilatorne evolucije, redukcioni:

21035 +2H" + 5H,0; — I, + 50, + 6H,0 (1.2.2)

duz koga jodat biva redukovan u jod vodonik-peroksidom, i oksidacioni:

I, + 5H,0, — 2105+ 2H" + 4H,0 (1.2.3)

duz koga jod biva oksidovan vodonik-peroksidom do jodata.

Naizmeni¢na dominacija redukcionog i oksidacionog puta prouzrokuje oscilatornost
BL sistema™ **%°.

Prividna jednostavnost i bogatstvo dinamike uticali su, sa jedne strane, da BL
reakcija postane predmet neprekidnog interesovanja u oblasti fenomenoloskih i njima
indukovanih teorijskih istrazivanja, a sa druge strane, da ona postane modelni sistem za
istrazivanje nelinearnih procesa generalno.

Za jodidne oscilograme u BL sistemu je karakteristicna pojava nesimetricnih, ali 1

simetriénih (sinusoidalnih) oscilacija®. U zatvorenom reaktoru, sinusoidalne oscilacije se
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mogu pojaviti na kraju povorke asimetricnih, a ponekad i unutar asimetri¢nih oscilacija.
Pojava jodidnih oscilograma asimetri¢nih oscilacija prac¢ena je duzim zadrzavanjem
sistema u stanju sa viSom koncentracijom jodida, nego u stanju sa nizom koncentracijom

jodida, odnosno, sistem se duze zadrzava u redukcionom rezimu nego u oksidacionom.

1.2.2. OSNOVNE KARAKTERISTIKE BRAY-LIEBHAFSKY OSCILATORNOG
SISTEMA 1 FAKTORI KOJI NA NJEGA UTICU

Prelazak sistema iz monotonog u oscilatorni rezim odreden je vrednostima skupa
kontrolnih parametara: pocetne koncentracije reaktanata, temperature, brzine protoka (ako

se radi u proto¢nom reaktoru) itd.

»  Uticaj reaktanta:
Uticaj jodata: kalijumjodat je jedan od kljucnih parametara koji uticu na mehanizam
BL sistema. On u toku redukcione reakcije (1.2.2) stvara jod. U isto vreme, poznato je i da
jodat katalizuje reakciju oksidacije joda. Povecanje koncentracije jodata skracuje srednji
period oscilovanja, ali se broj i oblici oscilacija bitno ne menjaju*®*'.
Uticaj vodonik-peroksida: ponasanje Bray-Liebhafsky reakcije u zavisnosti od

polazne koncentracije vodonik-peroksida je dosta kompleksno**

. Dok jedna grupa
istrazivata® smatra da poveéanje koncentracije vodonik-peroksida inhibitorski deluje na
BL sistem, objasnjavajuéi pri tom ovaj stav ¢injenicom da je pri nizim koncentracijama
vodonik-peroksida oksidacija joda brza, druga grupa istrazivada® smatra da poveéanje
koncentracije peroksida ubrzava reakciju (1.2.3). Oblik oscilograma zavisi od pocetne
koncentracije vodonik-peroksida. Za relativno niske koncentracije vodonik-peroksida
javljaju se jodidni oscilogrami sa jednim predoscilatornim i jednim oscilatornim periodom.
Pri visokim koncentracijama vodonik-peroksida javljaju se jodidni oscilogrami sa dva
predoscilatorna i dva oscilatorna perioda®. Kvalitativne razlike u evolucijama ukazuju na

promene brzina odgovarajuc¢ih reakcionih puteva i1 njihovih parcijalnih uticaja na

celokupno razlaganje vodonik-peroksida.
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»  Uticaj kiselosti:

Uticaj kiselosti: u rastvoru se oscilatorna reakcija moze odvijati samo u odredenom
opsegu kiselosti*'. Na osnovu proudavanja ovog uticaja pokazano je da se pri manjim
kiselostima oslobada viSe joda nego pri ve¢im. Takode, zapaZeno je da je pri nizim
Ani¢a® sistematski je izu¢avano odvijanje reakcije pri razli¢itim kiselostima rastvora i
definisane su tri oblasti kiselosti: (a) 2,45x107% < [H,SO4] < 3,20x107 (mol x dm™) -
sistem ima jedan predoscilatorni period pri nizim koncentracijama [H»>O,],, 1 dva
predoscilatorna perioda pri visim koncentracijama [H,O],; (b) 3,20><10'2 < [H2SOq4], <
5,00x10 (mol x dm™) - sistem ima jedan predoscilatorni period pri svim koncentracijama
[H20:]o; (¢) 0,05x107 < [H,SO4] (mol x dm™) — sistem ima jedan predoscilatorni period
pri nizim koncentracijama [H2O;],, 1 dva predoscilatorna perioda pri viSim
koncentracijama [H,O,],. Oscilacije u oblasti niskih kiselosti su izrazito asimetricne, a
oscilogrami se zavrSavaju karakteristicnom nekompletnom oscilacijom. U oblasti visokih
kiselosti oscilacije su simetri¢nije 1 oscilogrami se zavrSavaju povorkom amortizovanih

oscilacija.

»  Uticaj temperature:

Uticaj temperature vezan je za promenu ukupne energije u sistemu. Oblici
oscilograma koji su dobijeni pri razli¢itim vrednostima temperature razlikuju se jedan od
drugog®***. Uticaj temperature na BL reakciju je kompleksan. Uticaj temperature izrazen
je preko promena konstanti brzina pojedinac¢nih reakcionih stupnjeva, pa samim tim i
njihovog odnosa. Povecanje temperature kao i sniZenje kiselosti BL sistema vodi do pojave
jodidnih oscilograma asimetri¢nih oscilacija, dok se pojava i dominacija sinusoidalnih

. .. o . . , . . .. .y . 40.4
oscilacija sve vie ispoljava pove¢anjem kiselosti i snizavanjem temperature**-*.

»  Uticaj halogenida:

Kako je u realnim uslovima nemoguce izbe¢i prisustvo halogenida u sistemu, javila
se potreba za izuCavanjem uticaja halogenida na BL oscilatornu reakciju. Prilikom
ispitivanja uticaja kalijum - hlorida na duzinu trajanja BL reakcije, primeéeno je da postoje
oblasti koncentracija CI™ pri kojima je sistem neosetljiv na njegovo prisustvo i oblasti
koncentracija CI™ pri kojima je uticaj znacajan®’. Prisustvo CI” jona kataliticki deluje na

BL reakciju®. Oni katalizuju reakciju oksidacije joda (1.2.3). Isti efekat pokazuju i bromidi.
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Za razliku od hlorida i bromida, fluoridi inhibiraju reakciju (1.2.3). Dakle, razli¢iti

halogenidi razli¢ito uti¢u na BL sistem™’.

1.2.3. MODEL MEHANIZMA BRAY-LIEBHAFSKY OSCILATORNE REAKCIJE

U sluc¢aju BL reakcije, kao veoma slozenog procesa, jo§ uvek nisu pouzdano

odredene sve intermedijerne vrste. U literaturi se srec¢u razli€ite analize skupa reakcija

38, 45,51-56

neophodnih za formiranje modela . Danas se smatra da je model koga je predlozio

Gaj Smic (Gay Schmitz) 1987. godine38, a koji je kasnije doraden u cilju boljeg
usaglaavanja sa eksperimentalnim rezultatima® >*°’

I, reakcije (R1) - (RS).

najblizi realnom mehanizmu, tabela

Kada se BL reakcija posmatra u otvorenom sistemu, moraju se dodati i reakcije za
protok mase kroz sistem (R9) - (R15).

Osnovni model koji je predloZen od strane Smica®®, a sastoji se od prvih est reakcija,
jest ujedno 1 prvi objavljeni model jedne oscilatorne hemijske reakcije bez direktnog
autokatalitickog ili autoinhibicionog koraka datog u modelu. Reakcije (R7) i (R8) su najpre
ispitivane kao moguée jodne reakcije u posmatranom sistemu >’ U model su dodate sa

.....

su 1 za ispitivanje simulacije karakteristicnih perioda reakcije, posebno predoscilatornog

53,5 55,56

perioda®**, Razli¢iti oblici modela detaljnije su ispitivani u referencama

Model koji se sastoji od reakcija (R1) - (RS8), oznacen kao M(1-8), sadrzi sve
neophodne karakteristike za opisivanje BL reakcije kao slobodnog nelinearnog reakcionog
sistema koji ima oblast multistabilnosti i koji unutar te oblasti moZe ispoljiti oscilatornu
evoluciju ili deterministicki haos. Ovaj model, koji u sustini ima 11 reakcija, jer su tri
povratne, i 10 vrsta od kojih 5 internih, pored oscilatorne evolucije hemijskih vrsta veoma
dobro opisuje indukcione periode, kao i niz drugih fenomena™>* -2,

Vodonik-peroksid na ulazu je oznacen kao (H,O;)in, dok su vrste na izlazu oznacene
kao (Xi)out gde je Xi = (H20,), (L), (IN), (HIO), (HIO,) i (1,0).

Uspesnost simulacije je 1 ovde kao i u drugim sistemima uslovljena poznavanjem

stvarnih vrednosti konstanti brzina svih reakcija na datoj temperaturi. Kako je to kod ovako

sloZenih sistema veliki problem, neke od njih se obi¢no pretpostavljaju.
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Tabela 1. Model Bray-Liebhafsky oscilatorne reakcije

Reakcije Brzine reakcije Br.
105 + 1" +2H* HIO + HIO, =k [I'] (R1)
r1 =k [HIO] [HIO,] | R-D)
HIO, +1" +H" [,0+H,0 = ko [HIO,] [I] (R2)
,O+H,0 2HIO 13 = k3 [1LO] (R3)
r3 =k 3 [HIOT (R-3)
HIO+I +H* I, +H,0 14 = k4 [HIO] [T'] (R4)
r4= k_4 Ha] (R'4)
HIO + H,0, I" +H"+0, +H,0 | rs=ks [HIO] [H20,] (R5)
[,0+H,0, HIO + HIO, 16 = K6 [120] [H207] (R6)
HIO, +H,0, 10; +H"+H,0 | 7=k [HIO:][H202] | (R7)
IO; + H+ + H202 HIOZ + 02 + Hzo I3 = k8 [HZOZ] (R8)
(H,0,)in H,0, 19 = jo [H202]in (R9)
H,0, (H,0, )out 110 = jo [H202] (R10)
I (T out r1=Jo[I'] (R11)
HIO (HIO) out r12 = jo [HIO] (R12)
HIO, (HIO,) out 113 = jo [HIO,] (R13)
1,O (IzO) out T4 = jo [IZO] (R14)
I (I2) out 115 = Jjo [12] (R15)

Dinamika razmatranog sistema opisana je sa Sest diferencijalnih jednacina:
d[HzOz]/dt =—I5—Ig—I7—1Ig+ jo ([HzOz]in — [HzOz])
d[Iz]/dt =TI4—T4 —j() [Iz]

dil'Jdt=—1+ry—r—14+r4+15—jo[I]

d[HIO]/dt =r —1r+ 2 I3 — 2 r3—r4+ry4—1r5+rg —j() [HIO]
d[HIO,)/dt=1; — 1) — 13 + 16 — 17 + 15— jo [HIO3]
d[IL,O)/dt=1,—13+ 13716 —jo [1,O].
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Ovde 1; 1 r; oznaCavaju brzine reakcija i, u oba smera. S obzirom na to da su
koncentracije jodata 1 vodoni¢nih jona znacajno vece nego koncentracije drugih reakcionih
vrsta, mogu se smatrati konstantama i1 nece kvalitativno uticati na rezultat.

Integracijom diferencijalnih jednacina na osnovu predloZenog reakcionog modela
moze se dobiti veliki broj periodi¢nih i aperiodi¢nih dinamickih stanja. Sa povecanjem
protoka jo, u numeri¢kim simulacijma, zasnovanim na modelu u tabeli 1., izmedu dve
oblasti u kojima postoji isklju€ivo jedinstveno stabilno stacionarno stanje, postoji srediSnja
oblast u kojoj se mogu uociti razlicite jednostavne, komleksne i1 haoti¢ne oscilacije koje se
nalaze u uzanom opsegu parametra, pa se stoga ne mogu sva stanja prikazati. Sa obe strane
ove oblasti, na granicama izmedu stabilnog 1 nestabilnog stacionarnog stanja, moze se naci

superkriticna Hopfova (Hopf) bifurkacija. Generalna Sema evolucije je sledeca:

Ml
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Slika 3. Generalna Sema razli¢itih kompleksnih i haoti¢nih oscilacija izmedu dva stabilna
stacionarna stanja. Sa p je obelezeno jednostruko ili viSestruko udvajanje perioda

oscilacija, dok je sa n, m obeleZena elementarna celina (obrazac ponavljanja).

Pri protocima manjim od jo = 0.299x10~ min™ javlja se samo stabilno stacionarno
stanje koje se na atraktoru vidi kao tacka, slika 4.(a). Na ovoj slici su radi ilustracije
prikazana 1 tranzijentna stanja u faznoj ravni, koja prethode ulasku u stabilno stacionarno
stanje, a u konkretnom sluc¢aju to su tranzijentne oscilacije. Zatim, super kriticna Hopfova
bifurkacija je uo¢ena izmedu jo=0.299 x 10~ min™ i jo = 0.300x10~* min™", kada stabilno
stacionarno stanje postaje nestabilno i formira se stabilan grani¢ni krug, slika 4.(b). Nakon
toga, sa porastom protoka sistem ima pravilne male oscilacije koje se pojavljuju iz
Hopfove bifurkacije. Udaljavanjem od bifurkacije pri porastu vrednosti protoka amplitude

rastu dok se grani¢ni krug uvecava i transformise poprimajuci oblik tipi¢an za relaksacione
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oscilacije, slika 4.(c). Protoke veée od jo = 5.120 x 10 min™ karakteriSe pojava novog
stabilnog stacionarnog stanja, slika 4.(d).

Pri malim protocima jo, pravilne male oscilacije koje se pojavljuju iz Hopfove
bifurkacije vrlo brzo rastu do velikih relaksacionih, dok se pri velikim protocima male

oscilacije pojavljuju unutar haoticnog regiona.

(a) (b)
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Slika 4. (a) Stabilno stacionarno stanje koje odgovara protoku jo=0.299 x 10~ min™
(atraktor), (b) grani¢ni krug (atraktor) koji odgovara protoku jo = 0.300 x 10™ min,

1 , . .
sa rastu¢om amplitudom 1

(c) atraktor koji odgovara protoku jo = 4.5 x 10™ min’
(d) stabilno stacionarno stanje koje odgorava protoku jo = 5.2 x 10~ min™ (atraktor

je tacka).
Prelazak oscilacija u haos odvija se preko niza oscilacija meSanih modova.

Oscilacijama me$anih modova koje zauzimaju centralni deo regiona odgovaraju stanja 1',

gde se oznaka I’ koristi da oznaci broj velikih (/) i broj malih oscilacija (°) u jednom
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periodu. Na pocetku sistem se sastoji od nekoliko velikih oscilacija i samo jedne male /'
Sa poveéanjem protoka jo broj velikih oscilacija opada do stanja 1'. Sa daljim poveéanjem
protoka jo, javljaju se male oscilacije sa samo jednom velikom 1°. Medutim, unutar celog
regiona javljaju se 1 kaskade udvojenih perioda i haoti¢ni prozori. Kako protok raste, velike
oscilacije unutar haoti¢nih regiona nestaju i ostaju samo male i kvazi-sinusoidne i sistem
prolazi kroz novu Hopfovu bifurkaciju.
Prelazak sistema u haos putem udvajanja perioda, moZe se predstaviti na dva nacina.

U regionu koji ima nekoliko velikih i samo jednu malu oscilaciju, promena dinamickog

stanja sa pove¢njem protoka ima sledeci trend:

[1'7— [("2] = [(Na] = [(s] = ... > haos — .. > [(Ns(7- D']— [(Na(1- D' —
['7-D"T——>['-DY] -1 [-DYs]— .. = [(-D']

Ili u regionu sa jednom velikom i nekoliko malih oscilacija®:

[lv] N [(IY)Z] N [(13‘)4] N [(ls)g] —>... — haos — ... — [(1€)3 1s+1] N [(19)2 1s+l] N [lv 1s+l]
S [PE] - [FA] - > [17]

1.3. PRIMENA BL OSCILATORNE REAKCIJE

Kako se oscilatorni procesi javljaju svuda oko nas, a 1 u nama samima,
fundamentalna istrazivanja na jednostavnijim sistemima, kao $to je to BL oscilatorna
reakcija, su od velikog interesa za definisanje sloZenijih sistema. Na primer, oscilatorne
reakcije se veoma Cesto srecu u biohemijskim reakcijama u zivim organizmima, a takode 1
na povrsini heterogenih katalizatora.

Zahvaljuju¢i bogatstvu informacija sadrzanih u ispoljenim fenomenima dinamike,
BL reakcija se pokazala kao pogodna za testiranje reaktivnosti katalizatora **®. Ovakvi
testovi izvodeni su perturbovanjem dinamike BL reakcije pri dodavanju u sistem malih
koli¢ina katalizatora: polimernog katalizatora na bazi polivinilpiridina, i prirodnog enzima

peroksidaze dobijene iz korena rena (HRP).
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Istrazivanja oscilatornih procesa imaju prakti¢an znacaj kao matrice u ispitivanju
karakteristika drugih reakcionih sistema ili u analiticke svrhe za kvantitativna odredivanja

datih vrsta’®*°,

1.4. ISPITIVANIJE POJAVE HAOSA NUMERICKOM SIMULACIJOM BL
REAKCIJE U PROTOCNOM REAKTORU

Veliki broj periodi¢nih i aperiodi¢nih dinamickih stanja dobijenih simulacijom BL
reakcije u otvorenom reaktoru, gde se kao kontrolni parametar uzima brzina protoka,
ispitivan je numeri¢ki®®. Medutim, kompleksne oscijalcije i haos, otkrivene su i ispitivane
u ovom sistemu tek od skora. Cilj ovih ispitivanja je bio da se odredi da li model koriS¢en u

referencama’® >> **

moze dobro simulirati kompleksnu dinamiku BL reakcije u otvorenom
reaktoru. Pri konstantnim vrednostima parametara [H,O;]i, = 0,155 mol X dm'3; [105] =

0,0474 mol x dm™ i [H'] = 0,0958 mol x dm?, haos je dobijen za sledece vrednosti brzine

protoka:

Tabela 2. Vrednosti protoka pri kojima je dobijen haos””.

jo (10°min™") opis

4,82480 - 4,82592 mikroskopski haos *
4,82925 - 4,8296 haos udvojenih perioda
4,8366 - 4,837 haos udvojenih perioda
4,8503 oblik 12, bez periodi¢nosti
4,8504 smega 2'i1'

4,8832 - 4,8848 intermitentni haos

4,907 smesa 1'(19)41 1'(1%)s
492015 - 4,9202 oblik 12, bez periodi¢nosti
4,9210 - 4,9225 smesa 171 1°

4,925 smesa 171 1°

4,9464 - 4,9466 haos udvojenih perioda
4,967 smesa 1*1 1°

*kada se atraktor nalazi u uzanom regionu faznog prostora
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Veoma komplikovane promene periodi¢nih i haoti¢nih sekvenci su uocene u funkciji
protoka. Izmedu prozora periodi¢ne evolucije nalaze se prozori haosa. Haoti¢na dinamika
u ovim prozorima ima strukturu koja odrazava osobine susednih prozora periodi¢nosti.

Na ovaj nacin je potvrdeno da model M(1-8) (tabela 1.) moZe da opiSe 1 ove
najslozenije forme nelinearne dinamike oscilatorne reakcije BL. Slaganje izmedu
numeri¢kih 1 eksperimentalnih rezultata je za sada kvalitativno 1 radi se na daljim
modifikacijama modela da bi se postiglo kvantitativno slaganje. U tom cilju, izuzetno

korisne mogu biti metode kvantifikacije haosa®'.

1.5. ATRAKTORI

Da bi se objasnio pojam atraktora neophodno je prvo objasniti pojam disipativnih
sistema za koje su oni karakteristi¢ni. Disipativni sistemi su dinamicki sistemi kod kojih se
zapremina faznog prostora koju obuhvataju trajektorije smanjuje sa vremenom i tezi nuli
kada t — oo. Na taj nacin dolazi do zgu$njavanja trajektorija i njihovog privlacenja ka
nekom geometrijskom objektu u faznom prostoru dinamic¢kog sistema. Ti objekti nazivaju
se atraktorima®'’. Drugim retima, atraktor je skup tataka na kojima se akumuliraju
trajektorije dinamiCkog sistema. Geometrijska struktura atraktora moZe biti vrlo
jednostavna, kao Sto je to slucaj kada se formira stacionarna ili fiksna tacka koja
predstavlja atraktor stabilnog dinamickog sistema. Stacionarna tatka moze biti stabilna i
nestabilna. Stabilna je ukoliko sebi privlaci sve trajektorije iz domena atrakcije. Ukoliko
nije stabilna, fiksna tatka moze biti izvor u faznom prostoru ili sedlasta tacka. Grani¢ni
ciklus, kao posebni oblik atraktora, predstavlja zatvorenu liniju u faznom prostoru, kojoj u
vremenskoj dimenziji odgovara pravilno periodi¢no kretanje, odnosno periodi¢ne promene
koncentracija reakcionih vrsta - oscilacije. Grani¢ni ciklus obi¢no nastaje gubitkom
stabilnosti fiksne tacke tako $to ponor sa promenom parametra postane izvor, a oko njega
se formira grani¢ni krug. S druge strane, geometrijska struktura atraktora moze biti i1 vrlo
sloZena, §to je karakteristika dinamickih sistema u kojima se pojavljuju oscilacije meSanih
modova i deterministicki haos. U poslednjem slucaju trajektorije dinamickog sistema se

grupiSu na tzv. ¢udnom atraktoru koji ima fraktalnu strukturu. Fraktali koji ¢e biti
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detaljnije objaSnjeni u daljem tekstu, predstavljaju geometrijske objekte sa razlomljenom
dimenzijom.

Kao $to je ve¢ re€eno, kod disipativnih sistema ukupna zapremina koju obuhvataju
trajektorije u faznom prostoru dinamic¢kog sistema se smanjuje, ali to ne mora biti slucaj u
svim pravcima. Na primer, ukoliko se u prostoru R?, zapremina kontrahuje u dva pravca, a
u tre¢em se ne menja, lokalni atraktor ¢e biti slican duzi. Najjednostavniji geometrijski
objekat koji je kompaktan i lokalno li¢i na duz je krug, pa se takav atraktor naziva
grani¢énim krugom. Grani¢ni krug je najjednostavniji primer periodi¢nog kretanja kada
postoji samo jedna perioda i jedna frekvencija. Kako haoti¢no kretanje nije periodicno i

nije stacionarno, njemu odgovaraju cudni atraktori.

1.5.1. OSOBINE CUDNOG ATRAKTORA

Haoti¢no kretanje nije periodi¢no i1 nije stacionarno. Takvom kretanju odgovaraju
posebni aktraktori ¢udnih osobina tzv. ¢udni atraktori. Cudni atraktor (fraktalni atraktor)
predstavlja beskonacno kretanje sistema u ograni¢enom prostoru koje se nikada ne
ponavlja. Graficki bi se moglo predstaviti kao beskonacna linija u kona¢nom prostoru koja
nikada ne see samu sebe. Ova vrsta atraktora je stabilna, niskodimenzionalna 1
neperiodi¢na.

Cudni atraktor je kompaktan - ne moZe se razbiti na odvojene delove. Dalje, ¢udni
atraktor mora biti strukturno stabilan. To znaci da male promene kontrolnih parametara
treba da izazovu male promene na atraktorima. Zatim, tokom dovoljno duge vremenske
evolucije, tipi¢na trajektorija mora jednom da poseti svaku tacku atraktora. U slucaju
deterministickog haosa, neophodno je da ovaj vremenski period bude beskona¢no dug.

Osnovna karakteristika haoti¢nih dinamickih sistema je da su veoma osetljivi na
pocetne uslove. To znaci da ukoliko, bar u jednom pravcu, umesto kontrakcije dode do
istezanja faznog prostora inicijalno bliske tacke ¢e se tokom vremena naci proizvoljno
daleko jedne od drugih, Sto ima za posledicu principijelnu neodredenost njihovog polozaja
u buducénosti 1 pojavu haosa. Posto su ovi sistemi disipativni, njihove trajektorije u faznom
prostoru se ipak zadrzavaju u ogranicenoj zapremini, odnosno na atraktoru, a osetljivost na
pocetne uslove ¢ini da ovi atraktori imaju kompleksnu, fraktalnu geometriju. Pojava

cudnog atraktora u dinamici sistema oznacava pojavu haosa.
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1.6. ODREDIVANIJE DIMENZIJE ATRAKTORA [Z VREMENSKOG
SIGNALA

Nelinearni dinamicki sistemi koji prolaze kroz oscilacije 1 haos, po pravilu su
viSedimenzionalni sistemi. Njihova dinamika je determinisana stanjem sistema u poc¢etnom
trenutku, ako su poznate vrednosti svih funkcija stanja. Zato je i za identifikaciju
dinamickog sistema najbolje istovremeno meriti sve promenljive, ali to gotovo nikada nije
moguce. Ipak, mnoge vazne osobine dinamickog sistema i1 njegovog atraktora se mogu
odrediti 1 kvalitetnim merenjem samo jedne funkcije stanja. Piter Grasberg (Peter
Grassberger) i Itamar Prokaga (Itamar Procaccia)®™'*®, 1983. godine su pokazali da se iz
jednog vremenskog signala mogu odrediti:

» korelaciona dimezija atraktora D,
» najniza celobrojna dimenzija m faznog prostora u kome se moze smestiti
ceo atraktor, tzv. prekrivajuca (embedding) dimenzija

» korelaciona entropija K, sistema
Grasberg - Prokaca (GP) procedura se sastoji u slede¢em.

Neka postoji niz ekvidistantnih eksperimentalnih tacaka {x(tj)} merenih dovoljno
gusto da definiSu skalarni vremenski signal x(t). Zatim se formiraju d - dimenzionalni
vektori {&(ti)} koristeci tacke iz datog niza na slede¢i nacin:

&= &(t) = {x(t), x(ti+1),..., x(ti+(d-1)7)} (1.6.1)

Pritom parametar T moze biti bilo koji celobrojni umnozak vremenskog intervala
izmedu uzastopnih merenja: T =n (tis; - t;).

Pomoc¢u ovih vektora £ se moze obrazovati korelaciona funkcija Cy(k) sa nekom
rezolucijom k:

C, (k)= 1imN%$;e( k-[g,-¢ ) (1.6.2)
gde je 0 Hevisajdova jedini¢na funkcija, N je broj tacaka ispitivane trajektorije.

Korelaciona funkcija C(k) meri broj svih mogucih parova vektora ¢ije je medusobno
rastojanje manje od k. Nagib krive InC(k) u funkciji Ink odreduje korelacionu dimenziju
atraktora D,. Prema Takensovoj teoremi prekrivanja, korelaciona funkcija definisana

jednacinom (1.6.2) daje istu vrednost za korelcionu dimenziju kao 1 korelaciona funkcija
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zadana na originalnom faznom prostoru, kada dimenzija d prekrivajueg prostora postane
dovoljno velika.

Znacajno je napomenuti da teorema prekrivanja u bilo kojem obliku nudi samo
dovoljan uslov za veli¢inu d; neophodan broj dimenzija, mozZe biti i manji. U principu,
variranjem dimenzije d u definiciji (1.6.2) dolazi se do takve njene vrednosti posle koje se
za niz vrednosti d nagib krive Cy4(k) u funkciji k u log-log skali prakticno ne menja.
Najniza takva vrednost odreduje prekrivaju¢u dimenziju atraktora, odnosno minimalnu
dimenziju vektorskog prostora koji sadrzi celokupan atraktor.

Sa smanjenjem k, dolazi se do granice, posle koje se vise ne meri korelaciona
dimenzija atraktora, nego korelaciona dimenzija Suma. Sa smanjenjem k dolazi do
povecanja nagiba krivih InC u funkciji Ink. Skala k na kojoj to po€inje da se deSava
odreduje amplitudu eksperimentalnog Suma. Nasuprot tome, sa povecanjem k doc¢i ¢e se do
skale na kojoj se viSe ne razaznaje fina struktura atraktora. To je skala lineranih dimenzija
atraktora, na kojoj dolazi do opadanja nagiba krive InC. Sa daljim povecanjem k, atraktor
se sve viSe smanjuje, (u relativnom odnosu prema vrednosti k) kontrahuje u ta¢ku 1 nagib

korelacione funkcije pada na nulu.

1.7. POENKAREOVI PRESECI

Kvalitativni pokazatelj pojave haosa u sistemu je Poenkareov presek. Uveo ga je
veliki francuski matemicar s pocetka proslog veka Anri Poenkare (Henri Poincaré)™*'°.

Neka se posmatra trajektorija u m - dimenzionalnom faznom prostoru i neka je
preseCena sa nekom (m - 1) - dimenzionalnom hiperpovrsi koja ne mora biti ravan; vazno
je da je transverzalna na tok. Skup tacaka u preseku, pri cemu se u obzir uzimaju samo
ulazne tacke trajektorije sa jedne strane povrSi, zove se Poenkareov presek slika 5.(a).
Formiranjem Poenkareove mape diskretizuje se operator dinamike. Preslikavanje koje vodi
duz trajektorije od jedne tacke preseka do druge zove se Poenkareovo preslikavanje. Ono

zamenjuje vremenski kontinuiranu evoluciju diskretnim preslikavanjem. Uobicajeno je da

se struktura Poenkareovog preseka prikazuje preko iteracionih mapa slika, 5.(b) i (c).
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Slika 5. (a) Poenkareov presek, (b) Poenkareova mapa koja odgovara vremenskoj seriji
koja ima cetiri velike 1 jednu malu oscilaciju u jednom periodu (pravilne
oscilacije) i (¢c) Poenkareova mapa koja odgovara haoti¢noj vremenskoj seriji

Bray-Liebhafsky oscilatorne reakcije.

Pogodnost Poenkareovog preseka ogleda se u tome $to se iz njegovog izgleda u
dvodimenzionalnoj ravni moze odrediti karakter kretanja koje ga generiSe u
viSedimenzionalnom faznom prostoru. Svi preseci su u ogranicenom delu ravni
Poenkareovog preseka. Bez obzira na tip dinamike, trajektorija izmedu dva uzastopna
prolaska kroz datu povr§ pravi jedan ciklus. Dakle, grani¢ni krug periodicnog kretanja
generiSe u Poenkareovom preseku samo jednu tacku, dok pojava udvajanja perioda
generiSe dve tacke. Kvaziperiodi¢no kretanje sa dve nesamerljive frekvencije na torusu
ostavlja otisak kruga. Kod haoticnog kretanja nikakve figure se ne mogu razaznati u

preseku zato Sto se haoti¢na trajektorija nikada ne vraca u istu tacku.
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1.8. SPEKTAR SNAGE [ AUTOKORELACIJA

Spektar snage predstavlja kvadrat modula Furijeove transformacije duz trajektorije:
P(w) =[R(@)’], gde je X(0)= | exo(iot)x(t)dt (1.8.1)

Spektar je pogodan za kvalitativno razlikovanje periodi¢nog kretanja sa vise frekvencija od

haoticnog kretanja. Naime, u spektru periodicnog kretanja vide se samo ostre linije koje
odgovaraju odredenim frekvencijama, dok u spektru haosa preovladava Sirok, ravan kontinum.
Budu¢i da su spektri snage kvadrati modula, oni ne poseduju informaciju o fazama, koja moze
biti vaZna za razumevanje onoga $to se deSava na ¢udnim atraktorima.

Spektar snage odreduje sadrzaj frekvencija u nekom signalu. Ako je signal
periodican ili kvaziperiodican, spektar snage ¢e se sastojati od jasnih pikova na osnovnim
frekvencijama, njihovih harmonika 1 frekvencija koje su suma ili razlika razli¢itih
frekvencija. Klju¢na tacka je da se spektar sastoji od diskretnog seta frekvencija. Medutim,
ukoliko je signal haotican, spektar snage ¢e biti kontinualan. Prema tome, iznenadna
pojava kontinualnog spektra snage iz diskretnog, sa promenom kontrolnog parametra, jeste
dokaz postojanja haosa u sistemu®'".

Kao 1 spektar snage, autokorelaciona funkcija takode predstavlja rezultat integracije
neke funkcije signala u odnosu na vreme, ali za razliku od spektra snage, autokorelaciona
funkcija meri korelaciju (slicnost) signala sa samim sobom u razli¢itim vremenskim
intervalima. Korelacija je visoka za regularna kretanja, dok za haoti¢na kretanja ona brzo

opada na nulu. Opadanje autokorelacione funkcije na nulu je jedan od kvalitativnih

pokazatelja deterministickog haosa.

1.9. LJAPUNOVLIJEVI EKSPONENTI

Postoji nekoliko metoda za nalaZzenje numericke vrednosti Ljapunovljevih
eksponenata. Numericko odredivanje Ljapunovljevog eksponenta, ve¢ je razvijeno od

strane Benetina i sar.® (Benettin), Volfa i sar.** (Wolf) i Geica i sar. *(Geist). Takode,

predloZeni su i neki novi algoritmi za odredivanje spektra Ljapunovljevih eksponenata®*’,

84,90-93

ali se Volfov metod i dalje Siroko koristi , zbog svoje pouzdanosti u radu i

jednostavnosti izraCunavanja najveéeg pozitivnog Ljapunovljevog eksponenta, kao mere
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postojanja haosa u sistemu. Metod se uglavnom koristi za odredivanje pozitivnih
Ljapunovljevih eksponenata, ali se moze koristiti i za odredivanje negativnih.

Ljapunovljev eksponent pokazuje kako se menja rastojanje dve pocetno bliske tacke
tokom evolucije dinamickog sistema. Ove veli¢ine variraju od tacke do tacke na atraktoru
ali je njihova srednja vrednost invarijantna. Osim toga, dinamicki sistem je okarakterisan
sa onoliko vrednosti Ljapunovljevog eksponenta kolika je dimenzionalnost njegovog
atraktora, jer se dve podjednako bliske tatke na atraktoru medusobno udaljavaju razli¢itim
brzinama, zavisno od pravca na kome su inicijalno pozicionirane. Na kraju, ukoliko je
srednja vrednost najveéeg Ljapunovljevog eksponenta pozitivna sistem je haoti¢an®'’.

Neka se vremenska serija obelezi sa x(t,), x(t;), x(t2),... kao x,, Xj, Xp,... Radi
jednostavnosti, pretpostavlja se da je vremenski interval izmedu uzoraka jednak, tako da se
moze pisati:
th-to=n1 (1.9.1)

gde je T vremenski interval izmedu dva uzorka.

Ako se sistem ponasa haoti¢no, manifestovace se divergencija (razilazenje) bliskih
trajektorija. Da bi se ova pojava opisala prvo se odabere neka vrednost iz vremenske serije
vrednosti X, 1 obeleZi sa X, zatim se u vremenskoj seriji trazi druga vrednost, koja je bliska
sa x 1 obelezena je sa x;. Nakon toga se formira niz razlika:
do = |Xj-xi]
d,= \Xj+1-Xi+1|
dr= |Xj+2'Xi+2|

dn = |Xj+n‘xi+n|. (1 .9.2)

Za ovaj niz se pretpostavi da opada eksponencijalno, sa porastom vrednosti n.

Formalno se moze napisati:

dy = doe™, (1.9.3)

ili nakon logaritmovanja u obliku:

PR (1.9.4)
n d,

U praksi, jednaCina (1.9.4) predstavlja definiciju Ljapunovljevog eksponenta.
Ljapunovljevi eksponenti se redaju u opadajuéem nizu, A; > A, >,... An, Ljapunovljevih

eksponenata ima onoliko, koliko ima dimenzija u faznom prostoru i oni sainjavaju
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Ljapunovljev spektar dinamickog stanja. Ljapunovljev spektar je isti u svim tackama
atraktora, kao 1 u svim tackama iz domena atrakcije. Ukoliko je makar jedan od
eksponenata pozitivan, sistem je haoti¢an. Zbog toga su Ljapunovljevi eksponenti pogodni
za klasifikaciju atraktora. Najpre, za bilo koji atraktor (prema definiciji disipativnih
sistema) ukupna kontrakcija mora biti ve¢a od ukupne ekspanzije, tako da je XA; < 0. Za
grani¢ni krug je A; = 0, dok su ostali A; < 0; za torus je A; = A, = 0, a ostali eksponenti su
negativni A; < 0. U slu€aju ¢udnih atraktora, najmanje jedan eksponent mora biti veci od
nule.

Gore opisana procedura za odredivanje Ljapunovljevih eksponenata odnosi se na
algoritam preuzet iz knjige Chaos and Nonlinear Dynamics’. Primena ove metode
pokazana je samo na jednom primeru iz viSe razloga. Problemi same metode sastoje se u
slede¢em: Citav postupak dugo traje, jer se trajektorije koje se porede biraju interaktivno uz
uces¢e procene vazenja aproksimacije eksponencijalnog porasta od strane operatera.
Zatim, cesto dolazi do velikog rasipanja tacaka iz Cijeg se nagiba rauna Ljapunovljev
eksponent, 1 na taj nacin se povecava greSka u radu. Dalje, neophodno je izvrsSiti
usrednjavanje dobijenih vrednosti Ljapunovljevog eksponenta, ali tako da uzorak na kome
se usrednjavanje vrsi zaista reprezentuje zastupljenost odgovarajuce vrednosti u ukupnom
vremenskom nizu. Na kraju, neohodno je obratiti paznju i na to da trajektorije koje se
porede ne budu suviSe blizu u vremenskom nizu, $to bi dovelo do pogreSnog rezultata.

Pored ovog, znalajno je pomenuti i algoritam autora Volfa i sar.®® koji se
podjednako uspesno moze primeniti kako na eksperimentalno dobijenim rezultatima, tako 1
na rezultate dobijene simulacijom.

Sustina Volfovog modela je da se primenom Takensove teoreme, od polazne
vremenske serije za zadatu vrednost vremena kasnjenja 1, formira matrica trajektorije.
Zatim se definiSe polazna tacka A za t = 0 (Slika 6). Na osnovu zadatih parametara, traZi se
u vremenskoj seriji najbliza tacka u n - dimenzionalnom prostoru, B. Neka je Dagp
Euklidovo rastojanje izmedu tacaka A 1 B, u multidimenzionalnom rekonstruisanom
prostoru, posto je atraktor smesten u fazni prostor reakcionih vrsta. Zatim se u vremenskoj
seriji pronade poloZaj sistema nakon pomeranja za vrednost teyory (Vreme pomeranja koje se
preporucuje da bude oko Y4 srednjeg orbitalnog perioda), polazeéi od obe tacke A i B.
Nakon toga ponovo se racuna rastojanje izmedu tako dobijenih tacaka A; 1 Bioq koje se

oznatava sa D(AB,,). Iz promene rastojanja rauna se pocetna vrednost
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Ljapunovljevog eksponenta po formuli , gde je DT vreme izmedu dve

susedne tacke u vremenskoj seriji. Slede¢i korak je usrednjavanje vrednosti
Ljapunovljevog eksponenta po €itavom atraktoru. Zatim, procedura se ponavlja od tacke
do tacke kroz Citavu vremensku seriju i usrednjene vrednosti se azuriraju. Medutim,
eksponencijalna zavisnost divergencije medu susednim tackama na atraktoru primenljiva je
samo za jako mala rastojanja. Zbog toga, umesto tacke B4 trazi se nova tacka u prostoru
stanja koja ¢e biti najbliza tacki A, ali tako da se nalazi na istom pravcu u odnosu na tacku
A;. Ako se nade odgovaraju¢a zamena, nova tacka se proglasava za B,y 1 ponavlja se
prethodna procedura, nakon koje se dobija nova vrednost Ljapunovljevog eksponenta. Ove
vrednosti se sabiraju i1 racuna se srednja vrednost. Ako se odgovarajuéa zamena ne nade,
postupak se nastavlja sa starom Bjq4. Procedura se ponavlja duz citave trajektorije dok

pocetna tatka A ne dode do kraja vremenske serije’.

Slika 6. Sematski prikaz evolucije i procedure zamene koji je kori§¢en za odredivanje
Ljapunovljevog eksponenta. Sa D(AB) je oznaceno pocetno rastojanje taaka u
prostoru stanja. Sa D(AB).14 je 0znaceno rastojanje tataka nakon pomeranja obe
taCke za vrednost teyoly, dok je sa D(AB))new 0znaceno rastojanje tacaka u prostoru
stanja koje se dobija kada se umesto tacke B4 trazi nova tacka u prostoru stanja
koja ¢e biti najbliza tacki A, ali tako da se nalazi na istom pravcu u odnosu na

tacku A;.
Iz spektra Ljapunovljevih eksponenata moguce je izraCunati druge dinamicke

karakteristike atraktora, kao S$to su Kolmogorovljeva entropija (K - entropija) i

Ljapunovljeva (fraktalna) dimenzija.
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Pored ovog tradicionalnog ali veoma pouzdanog postupka odredivanja
Ljapunovljevih eksponenata, u skorije vreme razvijeni su brzi algoritmi, od kojih se neki
zasnivaju na metodi razlaganja po singularnim vrednostima, SVD**.

Ljapunovljevi eksponenti su nasli Siroku primenu u medicini u analizi signala koji su
haoti¢ni; elektrokardiografskih promena kod pacijenata sa epilepsijom; signala o¢nog

95,96

pritiska, sréanog ritma’>”°, u ekonomiji u analizi berze’’, u analizi sloZenih dinami¢kih

sistema, kao §to su Bray-Liebhafsky i Belousov-Zhabotinski oscilatornim reakcijama®*; u

kvantnoj mehanici’”....

1.10. KOLMOGOROVLJEVA ENTROPIJA (K - entropija)

K - entropija meri koliko je neureden, odnosno haoti¢an neki sistem. Po Senonovoj
interpretaciji, neuredenost je usko povezana sa koli¢inom informacija koju posedujemo o
sistemu na nekom nivou rezolucije® ' **.

Neka se sa I(s, T) oznaci koli¢ina informacije dobijena pracenjem trajektorije u
intervalu vremena T sa precizno$c¢u s. Iako se tehnicki s moze defnisati na viSe nacina, u

ovom sluéaju ¢e se izvrsiti podela faznog prostora na ¢elije zapremine s™, i podela vremena

na intervale osmatranja nt. Neka su sa p, p, , oznacene zajedniCke verovatnoce da se x(t)

u trenutku t = 0 nade u Celiji so, zatim u trenutku t =t u Celiji sy, itd., 1 u trenutku t=Nt=T

u ¢eliji sn. Tada je informacioni sadrzaj:

I(S’T) == zpsupsl...sN lnpsopsl...sN (1101)

Sg--SN

Kolmogorovljeva entropija data kao grani¢na vrednost:
. . 1
K =lim _ lim,_, $I(s, T) (1.10.2)

gde je I (s,T) koli¢ina informacije dobijena pracenjem trajektorije u intervalu T sa
preciznoscu s.

Dakle, K - entropija meri koli¢inu informacije potrebnu za precizno odredivanje
trajektorije u faznom prostoru. Takode, K - entropija se moZe shvatiti i kao brzina
gubljenja neke pocetne informacije o polozaju sistema u faznom prostoru.

Pogodnost K - entropije u razlikovanju haoticnog kretanja od regularnog ili slu¢ajnog

sastoji se u slede¢em: za regularna kretanja K = 0; za slucajna kretanja K = InN — oo.

30



Haoti¢na kretanja su u odnosu na vrednost K negde izmedu regularnih i slucajnih. Bitno je
napomenuti da je kod jednodimenzionalnih haoti¢nih sistema, k - entropija jednaka
Ljapunovljevom koeficijentu. U viSe dimenzija, ukoliko je viSe od jednog Ljapunovljevog

eksponenta pozitivno, vaZi da je K jednako sumi pozitivnih eksponenata, K = Y\,

1.11. FRAKTALI I FRAKTLANA DIMENZIJA®"

Vestacki objekti pravilnog oblika (napravljeni ljudskom rukom) mogu se predstaviti
Euklidovom geometrijom i opisani su jednacinama (funkcijama). Tako se dobijaju glatki
pravilni objekti: lopte, mnogouglovi.... Prirodni objekti nepravilnog oblika (oblaci, lisce,
stene) bolje se modeliraju koriS¢enjem fraktalne geometrije. Pojam fraktala prvi je uveo
Mandelbrot 70-tih godina proslog veka'®'?. Geometrija ovih objekata se predstavlja
efikasnije iteracionim procedurama, nego jednaCinama. Ponavljanjem procedure
generisanja fraktala dobijaju se sve kompleksniji detalji. Generisanje fraktala je
neogranicen proces ponavljanih transformacija invarijantne geometrijske forme. U svakoj
tacki fraktala ima beskona¢no mnogo detalja. Postoji sli¢nost izmedu delova objekata i
objekata kao celine i to se naziva samosli¢nost. Fraktali nemaju odredenu veli¢inu ili skalu.
Fraktali se generiSu uzastopnim ponavljanjem odredene transformacije. Transformacija se
moze primeniti na set ta¢aka, linija, krivih ili na bilo $ta drugo. Teorijski, procedura se
primenjuje beskonatno mnogo puta. Prakti¢no se vrsi iteracija konaCan broj puta do
odredene granice.

Osim samo-sli¢nih fraktala, postoji jos jedna klasa fraktala koji se nazivaju autoafini
fraktali. Njih karakteriSe osobina da se u jednom pravcu vrsi skaliranje jednim
eksponentom, a u drugom pravcu drugim. Konacno, tre¢u grupu fraktala ¢ine tzv. slucajni
fraktali, generisani iz stohastiCkih procesa. Dobijaju se kada se u inafe deterministicko
pravilo unese slu¢ajnost. Samo-sli¢nost slucajnih fraktala zahteva statisticki opis.

Disipativni dinamicki sistemi koji ispoljavaju haoticno ponasanje, uglavnom sadrze
¢udan atraktor u faznom prostoru. Cudni atraktori su tipi¢no okarakterisani fraktalnom
dimenzijom koja je manja od broja stepena slobode. Medutim, razli¢iti delovi atraktora
mogu biti okarakterisani razli¢itom vrednoS¢u fraktalne dimenzije. Takvi objekti su
multifraktali. U takvim situacijama, pojedina¢na vrednost neke fraktalne dimenzije nije

dovoljna da adekvatno opisSe Citav atraktor.

31



1.11.1. FRAKTALNA STRUKTURA CUDNIH ATRAKTORA

Ako je atraktor fiksna tacka, njegova dimenzija je jednaka nuli, zato $to je tacka
nula-dimenzionalni objekat u geometriji. Ako je atraktor linija ili prosta zatvorena kriva
moze se re¢i da mu je dimenzija jedan, zato Sto su linija ili kriva jednodimenzionalni
objekti. Sli¢no tome, povrSina ima dimenziju dva, zapremina dimenziju tri. Ova intuitivna
definicija dimenzionalnosti odgovara definiciji topoloske dimenzionalnosti®'°.

Dimenzionalnost faznog prostora je blisko povezana sa dinamikom. Dimenzionalnost
je vazna u odredivanju oblasti moguceg dinami¢kog ponaSanja. Slicno tome,
dimenzionalnost atraktora govori o stvarnoj post-tranzijentnoj ili stacionarnoj dinamici
sistema. Na primer, dimenzionalnost atraktora daje ograni¢enje broja stvarnih stepena
slobode za sistem.

Za disipativne dinamicke sisteme, poznato je da zapremina d-dimenzionalnog

elementa prostora koji ograni¢ava oblast poCetnih uslova mora nakon tranzijentnog perioda

opasti na nulu.

1. Kod disipativnih sistema, fazna zapremina tezi nuli kada t — oo. Tada dolazi do
zguSnjavanja trajektorija i njihovog privlacenja ka nekom geometrijskom objektu -
atraktoru. Zbog toga, dimenzionalnost atraktora, D, mora biti manja od dimenzionalnosti,
d, celog prostora stanja. (Dimenzionalnost prostora stanja d, odredena je minimalnim
brojem promenljivih potrebnih da se opiSe stanje sistema.) Atraktor moze biti ,,povrsina”
dimenzije d-1 ili neki drugi nize-dimenzionalni objekat. Jedini uslov je da atraktor zauzima
0 zapremine u prostoru stanja.

2. Ako se ispituje Poenkareov presek, dimenzionalnost D° Poenkareovog preseka
atraktora bi¢e manja od dimenzionalnosti D, kompletnog prostora stanja atraktora (D =
D'+1), posto tehnika odredivanja Poekareovog preseka oduzima (izostavlja) jednu
dimenziju prostora stanja.

Ako neki atraktor disipativnog sistema ima necelobrojnu (fraktalnu) vrednost
dimezije, onda kazemo da takav sistem ima ¢udan atraktor. Dimenzionalnost atraktora se
moze odredivati razli¢itim postupcima i rezultat ¢e u odredenoj meri uvek zavisiti od
primenjene metode, pa se zato u teoriji fraktala definiSu razlicite forme dimenzionalnosti

zavisno od primenjenog postupka odredivanja.
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1.11.2. DIMENZIJA PREBROJAVANIJA CELIJA (BOX-COUNTING DIMENZIJA)

Merenje dimenzije prebrojavanjem celija je relativno jednostavno za razumevanje,
ali se ispostavilo da nije toliko efikasno za odredivanje dimenzionalnosti u vise-
dimenzionalnim prostorima stanja.

Odredivanje dimezije prebrojavanjem celija se sastoji u slede¢em: konstruisu se d-
dimenzionalni elementi prostora (Celije) veli€ine R, tako da pokriju prostor ispitivanog
geometrijskog objekta - atraktora. Za jedno-dimenzionalni set (kao $to je niz x vrednosti za
jedno-dimenzionalnu trajektoriju prostora stanja) ¢elije su ustvari duzni segmenti duzine R
(R je uvek linearna dimenzija). Za dvo-dimenzionalni set, to ¢e biti dvo-dimenzionalni
kvadrati. Za tro-dimenzionalni set ¢e biti kocke. Zatim, izbroji se minimalan broj ¢elija
N(R) koji sadrzi sve tacke datog geometrijskog objekta. Kako se smanjuje veli¢ina ¢elija,
R opada i moze se o¢ekivati da N(R) raste, zato $to je potreban veci broj manjih ¢elija da
prekrije sve tacke objekta. Dimenzija prebrojavanja celija, Dy je definisana na sledeci
nacin:

N(R)=limkR ™ (L.11.1)

R—0
gde je k konstanta proporcionalnosti. U praksi, Dy, se nalazi logaritmovanjem obe strane
jednacine (1.11.1), tako da se dobija:

D, = lim{ logN(R)+ logk ,
R—0 logR logR

(1.11.2)

kako R postaje jako malo, drugi ¢lan u jednacini (1.11.2) postaje nula, pa se dobija

konacna jednacina:
D, ~fim 02NR) (1.11.3)
R—0 logR

Ispravnost jednacine se moze pokazati na sledeCem primeru: neka se posmatra dvo-
dimenzionalni geometrijski prostor i neka je geometrijski objekat tacka. U tom slucaju
¢elija je kvadrat veli¢ine R. Samo je jedna celija dovoljna da se prekrije tacka, tako da je
N(R) = 1 za bilo koju vrednost R. Koriste¢i jednacinu (1.11.3), dobija se da je Dy, = 0, $to
se 1 moze ocekivati za tacku.

U slucaju da objekat sadrzi odredeni broj izolovanih tacaka sledi da ¢e Dy 1 tada biti
jednako nuli. Da bi se to pokazalo, moze se uzeti da je N broj izolovanih tacaka. Ako je R
dovoljno malo (manje od najmanjeg rastojanja izmedu dve susedne tacke), postojace jedna

¢elija oko svake tacke. Kada R postane manje od ove vrednosti, brojilac u jednacini
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(1.11.3) postaje fiksan, (koliko god da se smanjuje veli¢ina R ona ¢e uvek da sadrzi samo
jednu tacku 1 broj N(R) se vise ne menja) dok imenilac raste do beskonacnosti (negativan
je), tako da je opet Dy nula. Potrebno je naglasiti da izbor mere za R ne pravi razliku u
numerickoj vrednosti za Dy,

U slucaju kada je geometrijski objekat linija duzine L potrebno je N(R)=L/R ¢elija
da se prekrije taj segment. (Kada je N dovoljno veliko, moze se zanemariti bilo koje
deljenje ¢elije u racunanju N(R) 1 poSto je L konstantno, sa smanjenjem R taj odnos ¢e da
tezi jako malom broju pa ¢e logaritam teziti nuli). U tom slu¢aju za dimenziju

prebrojavanja ¢elija dobijaju se sledeci izrazi:

log(L)
R _ lim logL —logR 1

D, =—lim (1.11.4)
R—0 logR R—0 logR

D, = —lim 0L —logR _ _p, logL . logR_,
R—0 logR R—0 logR R—0 log R

1.11.2.1. Odredivanje dimezije prebrojavanja ¢elija za Kantorov skup

Zanimljivo je da je nemacki matemati¢ar DzordZ Kantor (Georg Cantor) (1845-
1918) definisao ovaj skup mnogo pre nego §to je uveden pojam fraktala, (ref 6, strana 344).
Kantorov set se konstruise tako $to se polazi od linije jedini¢ne duzine, slika 7. U prvoj fazi
konstrukcije, linija se podeli na tri dela i izbriSe se srednji deo koji predstavlja 1/3 ukupnog
objekta. Nakon toga, ostaju dva dela duZine po 1/3. U slede¢em koraku, briSe se srednja
tre¢ina svakog od ova dva dela iz prethodne faze, i dobijaju se Cetiri nova dela, svaki
duzine 1/9. Nakon M-te iteracije, ukloni se srednja tre¢ina od svakog od nastalih
segmenata i dobija se 2™ segmenata, svaki duzine (1/3)™. Sada treba odrediti dimenziju
prekrivanja celija ovog seta, ali pritom treba biti oprezan. Ako se prestane sa deljenjem u
nekom konaénom M, broj segmenta je 2™, a njihova dimenzija je Dy = 1 zato §to su ovi
segmenti d(Zi, a njihova dimenzija je 1. Takode, ako M — oo, dolazi se do segmenata koji
sadrze samo tacku, pa ¢e biti Dy=0. Zbog svega toga, mora biti zadovoljen uslov da
M —> o, a R — 0 istovremeno. To se moze posti¢i stavljanjem da N(R) bude minimalan
broj ¢elija potrebnih da prekriju dati objekat u datoj fazi konstrukcije (pri datoj iteraciji).
Tada se moze odrediti kako N(R) 1 R zavisi od M. Tako da kako M postaje veoma veliko,

R postaje jako malo, i mogu se primeniti oba limesa istovremeno.
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Slika 7. Kantorov set

Za Kantorov set, pri M-toj iteraciji, potrebno je minimalno 2™ ¢elija sa R=(1/3)".

Kada se to uvrsti u jednacinu (1.11.3), dobija se:

M
o log2 _log2 43 (1.11.5)
[1} log3
log 3

jednacina (1.11.5) pokazuje da je za Kantorov set fraktalna dimezija Dy, necelobrojna i da
se nalazi izmedu 0 i 1. Kantorov set je viSe nego skup taaka, a manje nego linija. To je
fraktalan objekat.

Postavlja se pitanje, kolika je duZzina linije kada M — o« ? Ova duzina se naziva
merom Kantorovog seta 1 moZe se izracunati na slede¢i na¢in: nakon M-te iteracije duzina

linjje m je:

ORI

nakon odredivanja limesa, preostala duzina je:

‘wl\)

=1+2=3

DG EEENCINE Pt

kako je suma jednaka 3, to je m Kantorovog seta jednako nuli.

W | N

1.11.2.2. Konstrukcija Kosove (Koch) krive

KoSova kriva je primer fraktala ¢ija je dimenzija veca od jedinice. Definisao ju je

Svedski matematicar Helge von Kos$ (Helge von Koch) 1904. godine. Konstrukcija
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zapocinje linijom jedini¢ne duzine, slika 8, (ref 6., strana 346). Zatim se ukloni 1/3 iz
sredine 1 zameni sa dve iste duzine koje formiraju ugao od 60°. Pri sledecoj iteraciji,
ponavlja se isti postupak tako §to se ukloni 1/3 nove duzine i zameni sa dve iste koje grade
ugao od 60°. Nakon M-te iteracije postoji 4" segmenata, i svaki je duzine (1/3)™.

Kada se to uvrsti u jednacinu (3) dobija se da je:

M
_ log4 _log4_126

b (1]M_log3_ '
log| -

3

pocetak prva iteracija

druga iteracija treca iteracija
Slika 8. Konstrukcija Kosove krive
KosSova kriva je viSe od krive, ¢ija bi dimezija bila jedan, ali manje od povrSine, ¢ija
bi dimenzija bila dva.
4 M
Duzina KoSove krive je (Ej L, (gde je L duzina pocetne krive koja iznosi jedan) i tezi

beskonacnosti.

Prethodno opisani fraktali pripadaju grupi samo-slicnih fraktala koje karakteriSe
osobina da su njihovi delovi umanjene verzije celog objekta. U opStem slucaju, za razlicite
delove se mogu koristiti razli¢iti faktori skaliranja. Mogu se koristiti za modelovanje

nepravilnih poroznih materijala kao $to su katalizatori'®*'%,

1.11.3. FRAKTALNA DIMEZIJA CUDNIH ATRAKTORA U PROSTORU STANJA

Ako se primeni procedura odredivanja dimenzije prekrivanjem celija na tajektoriju

nekog dinamickog sistema, bilo da je eksperimentalni ili teorijski, moze se odrediti
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dimenzija za taj atraktor. Ako je dimenzija atraktora necelobrojna, za takav atraktor se
kaze da je ¢udan. U slucaju kada fraktal nema jednostavnu samo-sli¢nu strukturu, vrednost

dimenzije prekrivanja ¢elija zavisi od oblika ¢elije koja je koriS¢ena za prekrivanje.
1.11.4. KORELACIONA DIMENZIJA

Dimenzija prekrivanja celija zahteva deljenje prostora stanja na celije odredene
veli¢ine. Zatim se lociraju Celije koje sadrze tacke trajektorije i odbacuju se sve prazne
¢elije 1 prosec se ponavlja smanjivanjem dimenzije ¢elije. Grasberg i Prokaca su predlozili
racunski sli¢nu proceduru odredivanja dimenzije za atraktor 1 definisali odgovarajucu
veli¢inu, koja je nazvana korelaciona dimenzija i koja je zasnovana na ponasanju tzv.
korelacione sume. Korelaciona dimenzija je Siroko koriS¢ena za karakterizaciju haoti¢nih
atraktora'® '°°. Prednost u odnosu na fraktalnu dimeziju se ogleda u tome $to ona koristi
tacke direktno 1z vremenske serije 1 ne zahteva deljenje prostora stanja. Zatim, broj
operacija koje zahteva metoda prekrivanja celija raste eksponencijalno sa povecanjem

dimenzije faznog prostora, §to naravno nije slucaj sa korelacionom metodom.
1.11.5. KORELACIONA DIMENZIJA ZA JEDNO-DIMENZIONALNI SISTEM®®

Da bi se definisala korelaciona dimenzija potrebna je dovoljno duga trajektorija sa N
taCaka. Zatim, za svaku tacku na trajektoriji, trazi se koliko ima tacaka koje se nalaze
unutar rastojanja R u odnosu na datu tacku, (u zadatom okruzenju R), ne racunajuci
rastojanje tacke sa samom sobom. Neka je taj broj Nj(R). Zatim se definise pi(R), kao
relativan broj tacaka unutar rastojanja R i-te tacke: p, (R) =N./ (N - 1). Deljenje sa N-1 je
potrebno zato Sto postoji najvise N-1 drugih tacaka u okruZenju pored tacke i.

Konac¢no, korelaciona suma se rac¢una na slede¢i nacin:

CR)==>"pi(R) (1.11.6)

1 &
N43
C(R) je definisano tako da je C(R) j = 1, ako se sve tacke medusobno nalaze unutar
rastojanja R (tada jep, = N). Ako je R manje od najmanjeg rastojanja izmedu dve tacke,

tada je p, = 0 za svako 1, pa je samim tim 1 C(R) = 0.
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U slucaju ako su samo dve tacke na medusobnom rastojanju unutar R, dobice se
najmanja ne nula vrednost C(R) koja ¢e biti jednaka 2/[N(N - 1)]. Ako se desi da neke
tacke imaju istu numericku vrednost, najmanja vrednost koju C(R) ima je N*(N* - 1)/[N(N - 1)],
gde je N* broj tacaka koje imaju tu istu vrednost.

Relativan broj pi moZe se napisati u nesto formalnijem obliku pomoc¢u Heavisidev

step funkcije @' 1%

na slede¢i nacin, slika 9.
O(x) =0 ako je x <0, (1.11.7)
0O(x)=1akojex>0.

12

Slika 9. Heavisidev step funkcija ©.

Koriste¢i ovu funkciju moze se napisati:

1 N
pi(R)=ﬁj_1’j¢i®(R—\xi ~x)) (1.11.8)

U jednacini (1.11.7), Heavisidev funkcija ® obezbeduje da suma bude jedan za svako

X;j unutar rastojanja R od x; (iskljucujuéi j = 1). U suprotnom je nula. Korelaciona suma se

sada moze napisati na slede¢i nacin:

N N

N(N Z Z®( ‘Xi‘xj‘) (1.11.9)

11 j=Lj#

Trebalo bi da vazi uslov da N — o da bi se obezbedila karakterizacija celog
atraktora.

Korelaciona dimenzija D, se moZe definisati kao broj koji zadovoljava sledece:

C(R)=limkR" (1.11.10)

R—0

a nakon logaritmovanja dobija se:
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D, - lim 122CR)
R—0 logR

(1.11.11)

D. se ponekad zove korelacioni skaliraju¢i index umesto korelaciona dimenzija,
posto on daje informaciju o tome kako se C(R) skalira sa R. U praksi se korelaciona
funkcija racuna tako $to se za razlicite vrednosti R crta grafik zavisnosti C(R) u funkciji od
R i iz nagiba se odreduje dimenzija.

Postoje odredeni problemi u koriS¢enu jednacine (1.11.11) za odredivanje
korelacione dimenzije: nemoguce je dosti¢i limit R — 0. Svaka realna serija podataka
sadrzi konaCan broj tacaka, tako da postoji neko minimalno rastojanje izmedu taCaka
trajektorije. Kada je R manje od tog minimalnog rastojanja, korelaciona suma je jednaka
nuli 1 ne moze se viSe skalirati sa R kako to zahteva jednac¢ina (1.11.11). Takode i ako je R
isuvise veliko, sve tacke ¢e se naci u jednom intervalu i C(R) ¢e biti jedan. Zbog toga treba
voditi racuna o izboru R. Interval R u kome se moze odredivati korelaciona dimenzija
naziva se skaliraju¢i region i iz nagiba sa tog dela odreduje se korelaciona dimenzija.

Na zalost, za veliki broj eksperimentalnih serija podataka, odredivanje skalirajuceg
regiona je viSe subjektivno nego objektivno, posto u vecini slucajeva kriva log C(R) u
funkciji log R nije prava linijja u veoma velikom intervalu R. Takode, potrebno je
izracunati odredenu gresku za vrednost D, tokom variranja R.

Kod racunanja korelacione dimenzije potrebno je uzimati duze serije sa vecim

brojem taCaka. Na taj nacin se dobija bolja prava linija izmedu log C(R) 1 log R.
1.11.6. LJAPUNOVLJEVA DIMENZIJA

Kaplan (Kaplan) i Jork (Yorke)'” su predlozili da se dimenzija atraktora u
viSedimenzionalnom prostoru moze definisati u funkciji srednjeg Ljapunovljevog
eksponenta u tom prostoru. Treba imati u vidu da Ljapunovljevih eksponenata ima onoliko
kolika je dimenzionalnost sistema. Ako su Ljapunovljevi eksponenti poredani od najveéeg
ka najmanjem cineci spektar Ljapunovljevih eksponenta: A; > A, > ... > A4, 1 ako je j najveci
ceo broj za koji vazi A + Ay +...+ A; > 0, Ljapunovljeva dimenzija se definiSe na sledeci
nacin:

5

D, =j+i— (1.11.12)

j+l
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Postoje dokazi''’ da je dimenzija D; numericki bliska dimenziji prekrivanja Celija i

korelacionoj dimenziji.

1.11.7. GENERALIZOVANA DIMENZIJA I GENERALIZOVANA KORELACIONA
SUMA!!

Generalizovana dimenzija sadrzi detaljnije informacije o multifraktalnoj geometriji
atraktora i definiSe se na slede¢i naCin. Pretpostavi se da postoji N tacaka trajektorije na
atraktoru. Zatim, prostor stanja atraktora se podeli na ¢elije veli¢ine R kojima je pridruzen
indeks i=1, 2, ..., N(R). U opSem slucaju, N # N(R).

Broj tacaka trajektorije u i - toj ¢eliji obeleZen je sa N;. DefiniSe se verovatnoca p;
kao relativan broj tacaka trajektorije u i - toj Celiji: p; = Ni/N. Generalizovana dimenzija
prebrojavanja ¢elija Dq je definisana kao:

N(R)
In ip?

D, :limLi;1 (1.11.13)
R->0q—1 InR

Definicija za Dy omogucuje da se primeni bilo koja realna vrednost za q. (Kao §to je
ranije objasnjeno, u praksi se ne moze posti¢i uslov R—0. Umesto toga, trazi se nagib
grafika brojioca jednacine (1.11.13) u funkciji In(R)).

Faktor q - 1 je ukljucen u imenilac iz razloga §to se za q = 0 dobija jednacina:

D, —fimNR) (1.11.14)
R0 |nR

na osnovu koje se moze zakljuciti da je Dy ista kao i dimenzija prekrivanja ¢elija.
Osnovne osobine ovih dimenzija.

Ako q — o, najveca vrednost verovatnoce, pmax dominira¢e sumom, tako da sledi:

1
D, = lim—Pma (1.11.15)
R—-0 InR

S druge strane, za q — —oo, vrednost najmanje verovatnoce pmin ¢€ dominirati

sumom, tako da sledi:

_Inp,.
D_ = lim—Pmin (1.11.16)
R-0 |nR
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Gornje jednacine pokazuju da je D_ povezana sa najgusée zauzetim regionima atraktora,
dok je D__ povezana sa najsiromasnijim (najmanje poseéenim) regionima atraktora.

Sledec¢i slucaj je za q = 1. S obzirom na to da je tada g-1 = 0, potrebno je primeniti
dodatne matematicke operacije da bi se sprecilo deljenje sa nulom. Postoje¢i problem se
moze prevazi¢i ako se dopusti da q tezi, odnosno da se priblizava jedinici.

Prvi korak se sastoji u uvodenju nove funkcije y(q):

def NR)
y(@)=1n ) pi (1.11.17)
i=1
Zatim se funkcija y(q) razvija u Tejlorov red u oklini tacke q =1:
d
y(q)=Y(1)+d—Z(q—1)+-~- (1.11.18)

Kako je y(1) = 0, potrebno je naci prvi izvod funkcije po q:

d zpiqlnpi
T _Sp lnp, 1.
Y i p, Inp 1.11.19

dg > p!

gde je koris¢ena formula:

4 ina (1.11.20)
dx
Zamenom u jednacini (1.11.16) dobija se izraz za D; u sluc¢aju kada q—1:
1 Zpi Inp, zpi Inp;
D, = limlim 3= 7 im ! (1.11.21)

R>0a->1qg—1 InR R-0  |nR

Dimenzija D; naziva se informaciona dimenzija koja predstavlja prosecnu
informaciju potrebnu da se identifikuje okupiranost (zauzetost) ¢elije veli¢ine R. Moze se
pokazati da je D, u stvari korelaciona dimenzija. Da bi se to pokazalo potrebno je definisati

sumu VerOVﬂtnOée:
S,(R)=">"pi (1.11.22)

U jednacini (1.11.22) suma pokriva sve N(R) ¢elije uniformno se rasporeduju¢i duz
¢itavog regiona atraktora u faznom prostoru. Potrebno je sumu napisati u funkciji Celija
koje su centrirane na tackama trajektorije. Prvo, potrebno je sumu verovatnoée napisati u

nesto drugacijem obliku:

N(R)
S,(R)= ipip?‘l (1.11.23)

i=1
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1 moze se uociti da je verovatnoca p; jednaka nuli ako trajektorija ne poseti svaku ¢eliju 1.
Suma po 1 moze biti napisana kao suma ¢elija koje trajektorija poseti. JoS preciznije,

prvi faktor p; se piSe za posecene celije kao 1/N, gde je N broj tacaka trajektorije 1 odnosi

se na slucaj kada svaka celija ima samo po jednu tacku, To znaci da suma ide duz tacaka

trajektorije 1 svaka taCka trajektorije doprinosi sa 1/N verovatnoéom. Zatim, verovatnoca

p¥™" se zameni u jednacinu (1.11.23) sa Headvised funkcijom na sledeéi nagin:

b | 1 N®(R_|X__X|) . (1.11.24)
: N -1, 5% Lo

Sto daje za sumu verovatnoce:

AR
NG
zatim se moZe definisati generalizaciona suma Cy(R):

:gpjp =_Z {— OR - |x, - |)}ql (1.11.26)

> OR - |x, —xkl)} (1.11.25)

1k =1,k#j

1,2 Lk#]
Za g=1, C;=1, a za g=2, C»(R) je isto kao 1 korelaciona suma iz jednacine (1.11.9).

U opsStem slucaju generalizaciona suma 1 suma verovatnoce su razlicite, zato §to je Sy
zasnovana na verovatno¢i da je celija okupirana (zauzeta), dok je Cq zasnovana na
korelaciji izmedu tacaka trajektorije, ali dovoljno je da njihova zavisnost od R bude ista.

Zamenom jednacine (1.11.20) u jednaCinu (1.11.13) dobija se generalizaciona

dimenzija u funkciji generalizacione korelacione sume:

InC, (R
im LG R) (1.11.27)
Py ROql InR

U praksi se gotovo uvek za raCunanje D, iz eksperimentalnih podataka koristi
generalizaciona korelaciona suma umesto box-counting metoda. Zatim, da bi se odredio
D, crta se gafik zavisnosti 1/(q-1)InCq(R) u funkciji InR 1 traZi se skalirajuci region za Dy
Znacajno je da se Dq moZe primeniti na viSe-dimenzionalne fazne prostore koristeci
tehniku prekrivanja.

Veza izmedu Dy, D; 1 D, je slede¢a Dy > D; > D,, dok je Dy = D; = D, u slucaju

samo-sli¢nih fraktala.
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1.11.8. MULTIFRAKTALI I SPEKTAR f(a)® "

U opStem slucaju, moze se ocekivati da se razli¢iti delovi atraktora mogu
okarakterisati razli¢itim vrednostima fraktalne dimenzije. U takvoj situaciji, jedna vrednost
fraktalne dimenzije nije dovoljna da se atraktor adekvatno okarakteriSe. Dva potpuno
razli¢ita akraktora mogu, na primer, imati iste korelacione dimenzije, ali da su ipak vrlo
razli¢iti u svojoj pojavi. Objekat sa mnoStvom fraktalnih dimezija naziva se multifraktal.
Ovakav objekat se moZe posmatrati kao kolekcija (skup) preklapajucih fraktalnih objekata,
svaki sa svojom fraktalnom dimenzijom.

Cudni atraktori koji se javljaju kod haoti¢nih kretanja samo su jedan primer fraktala
koji mogu biti visestruko skalirani fraktali, odnosno multifraktali. Razlika izmedu fraktala
na jednoj strani 1 multifraktala na drugoj strani najbolje se moze uoCiti na slede¢em
primeru.

Kod obi¢nih fraktala pocinje se od jednog objekta veli¢ine L, koji se podeli na M
identi¢nih delova, od kojih je svaki umanjena kopija pocetnog objekta. U slede¢em koraku
(iteraciji), na svakom od tih objekata ponavlja se ista procedura, slika 10 (a).

Osnovna razlika izmedu fraktala i multifraktala je u tome §to se u prvom koraku
konstrukcije kod multifraktala stvara M kopija originalnog objekta, ali razli¢ite veliCine i ta

se procedura kasnije ponavlja, slika 10 (b).

(2)

I korak II korak
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(b)

o O
I korak IT korak
Slika 10. Konstrukcija: (a) fraktala 1 (b) multifraktala

Odgovor na pitanje kako analizirati multifraktale zahteva uvodenje distribucione
funkcije f(a) 1 skalirajuceg eksponenta a.

Neka je trajektorija podeljena na grupe celija veli¢ine R sa indeksom 1, i=1, 2, ...N(R).
Kao 1 do sada, trajektorija treba da bude dovoljno duga, i trazi se verovatnoca da tacka
trajektorije pripada i-toj ¢eliji. Verovatnoca se tada definiSe kao pi(R)= Ni/N, gde je N; broj
taCaka trajktorije u i-toj ¢eliji, a N ukupan broj tacaka trajektorije. Ako se posmatra stvaran
geometrijski objekat, prekriva se objekat sa ¢elijama veli¢ine R 1 trazi se frakcija mere
objekta, koja se naziva frakcija p; koja pada unutar i-te celije.

Neka se pretpostavi da pi(R;) zadovoljava skalirajucu relaciju:
P, (Ri):kR?i (1.11.28)

gde je k konstanta proporcionalnosti, a R; je veliCina i-te Celije; o; je skaliraju¢i indeks
¢elije 1. Kako se R smanjuje, raste broj ¢elija N(R) 1 postavlja se pitanje koliki je broj ¢elija
koje imaju skaliraju¢i indeks u intervalu a i a+da? Taj broj je obelezen sa h(a)da.

Osnovna pretpostavka se sastoji u tome da se ocekuje da se broj ¢elija sa o u intervalu a i
a + da skalira sa ¢elijom odredene veliCine koja ima karakteristicni eksponent, koji se
obelezava f(a) 1 mozZe se interpretirati kao fraktalna dimenzija seta tacaka sa skaliraju¢im

indeksom a. Karakteristi¢ni eksponent je formalno definisan na slede¢i nacin:
n(e)= KR (1.11.29)
Generalizaciona dimenzija 1 f(a) opisuju osobine multifraktala i medusobno su

povezane. U praksi se f(a) racuna tako §to se prvo odredi generalizaciona dimenzija 1 sledi
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se procedura. Veza izmedu f(a) 1 Dg se najjednostavnije moze uo€iti preko sume

verovatnoce (1.11.22):
S,(R)=>"p! (1.11.30)

gde je suma po svakoj ¢eliji obelezena indeksom 1. S4(R) se ponekad naziva g-ta particiona
funkcija, po analogiji sa particionom funkcijom koja se koristi u statistiCkoj mehanici.

Vezu sa f(a), daje sledeca jednacina:
8,(R)=C[daR "R (1.11.31)

gde je C konstanta proporcionalnosti. Prvi faktor u integralu govori o tome koliko ima
¢elija sa skaliraju¢im indeksom o, dok je drugi faktor g-ti faktor verovatno¢e povezane sa
indeksom a.

Kako R treba da bude $to manje, numericka vrednost integrala je veca S§to je
eksponent od R, qa - f(a), manji. To znaci, da za svaku vrednost q, postoji odgovarajuca
vrednost a, koju obelezavamo sa a«(q) za koju je:

_%(qa - f(a))La =0 (1.11.32)

2

Lt <o

L a=a,

2
Iz jednagine (1.11.32) sledi da je %(f‘)
0]

<0, (1.11.33)

=0,

Sto ukazuje da kriva f(a) mora biti konkavna na dole.

Nakon integracije jednacine (1.11.31) dobija se sledeca jednacina:

— C'Re-fla)
S,(R)=CR" (1.11.34)
Kombinovanjem jednacina (1.11.13), (1.11.30) 1 (1.11.34) dobija se:
InS_(R
b, - fim_1_28:®) (11139)
R->0q—1 InR
qa*_f(a*) —_
D, = 1 InR _ 1 qa f(er)InR (1.11.35a)
q-1 InR q-1 InR

Nakon sredivanja jednacine (1.11.35a)sled:i:
(q-1)Dq=qa - f(a) (1.11.36)

gde je izostavljen donji indeks * na promenljivoj .
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U praksi, postupak za odredivanje a 1 f(a) se sastoji u diferenciranju jednacine

(1.11.36) na sledec¢i nacin:

4fq-1)p, J=a+qdx 9L do (1.11.37)
dq dq da dq
Sto zajedno sa jednacinom (1.11.33) daje:
d
ala)=— (a-1)D, ] (1.11.38)
q
nakon ¢ega se dobija vrednost a. Kada se resi jednacina (1.11.36) po f(a) dobija se:
d
f(@)=q-—[(q-1D,]-(a-1)D, (1.11.39)
dq

Na osnovu izloZzenog vidi se da kada se jednom izracuna Dq u funkciji od q, moze se
odrediti f(a) 1 a iz jednacina (1.11.38) 1 (1.11.39). Prelazak sa promenljivih q 1 Dq na

promenljive a 1 f(a) je primer Lezandrove (Legandre) transformacije.
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2. NUMERICKE SIMULACIJE

U radu su analizirane vremenske serije koje su dobijene simulacijom Bray-
Liebhafsky oscilatorne reakcije. Simulacije su dobijene koriS¢enjem modela iz tabele 1.,
koji se sastoji od 8 reakcija M(1-8), gde su tri od njih povratne, sa setom konstanti brzina
koje su optimalizovane za protoCan reaktor. Izracunavanja su vrSena koriS¢enjem
programskog paketa MATLAB. Sistemi diferencijalnih jednaCina dobijeni iz modela
reSavani su numericki, pomocu algoritma odel5Ss.

Konstante brzina na temperaturi T = 60° su: k; = 1.375 x 10° min_l; k=791 x 107
mol™ x dm® x min™"; k, = 4.79 x 10'® mol™ x dm® x min™"; k5 = 5.00 x 10'"° min™'; k5 =
3.15 x 10¥ mol™ x dm® x min™" ; ky = 3.00 x 10" mol™ x dm® x min™'; k.4 = 46.97 min"";
ks =1.487 x 10* mol™ x dm? x minfl; ke = 5.00 x 10° mol™" x dm’® x minfl; k;=2.00 x 10°
mol™! x dm’ x min~'; kg = 2.2303 x 10~ min™".

Vrednosti pocetnih koncentracija koje su kori§¢ene u simulaciji su: [10; ] = 0.0474

mol x dm™ i [H] = 0.0958 mol x dm™; [Hy0,]p, = 0.155 mol x dm™, [I,]= 1.00 x 10” mol
x dm™, [I7=1.7 x 10" mol x dm™, [TOH] = 9.20 x 10™® mol x dm™, [I0,H] = 3.2 x10~
mol x dm™, [[,0]=5.3 x 107 mol x dm™.

Variranjem brzine protoka u intervalu od jo = 0.299 x 10~ min™ do jo = 5.120 x 10~
min" dobijena su razli¢ita dinami¢ka stanja. U radu su analizirane vremenske serije pri

kojima je dobijena periodika, haos meSanih modova i haos udvajanja perioda.
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3. KVALITATIVNE METODE U ANALIZI SLOZENIH DINAMICKIH
SISTEMA

Vremenska serija

Prvo od ¢ega se polazi u analizi dinami¢kog sistema je vremenska serija. Ona daje
pocetnu informaciju o tipu dinamike i ponekad se ve¢ na osnovu nje moze jasno razlikovati
uredeno stanje od stanja haosa. Na slici 11.(a) 1 (b)., prikazane su vremenske serije koje
odgovaraju periodici 1 haosu. Pojava haosa se u ovom slucaju prepoznaje po neperiodi¢noj

smeni jedne male 1 neodredenog broja velikih oscilacija.

—
QO

~
—
O
~

6 6
@
[s2]
' £
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© 4 4
£ E
S :
2 3 2 3
- =
= 24
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Slika 11. (a) Vremenska serija koja odgovara protoku jo = 4.9111 x 10° min™ (periodika)

(b) vremenska serija koja odgovara protoku jo = 4.82592 x 10~ min™ (haos).

Medutim, pri nekim vrednostima protoka, bliska dinamiCka stanja se ne mogu
razlikovati na osnovu vremenske serije, ali im se zato atraktori bitno razlikuju, slika 12.(a) 1
(b). Na slici 12.(a.), prikazana je vremenska serija koja odgovara protoku jo = 4.5 x 107
min”' za koji sistem ima samo jednu veliku oscilaciju u jednom periodu. Na slici 12.(b).,
prikazana je vremenska serija koja odgovara protoku jo=4.824 x 10 min™ za koju sistem

ima dve velike oscilacije u jednom periodu.
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Slika 12. (a) Vremenska serija koja odgovara protoku jo = 4.5 x 10° min" i dinamici
sistema (1°) za koju sistem ima jednu veliku oscilaciju u jednom periodu i (b)
vremenska serija koja odgovara protoku jo = 4.824 x 10~ min" i dinamici

sistema (1°), za koju sistem ima dve velike oscilacije u jednom periodu.
Atraktor

Kako se sa slike 12. ne mogu razlikovati bliska dinamicka stanja, potrebna je analiza
prostora stanja. Kako je prostor stanja 6-dimenzionalni, postavlja se pitanje, da li
projekcija na 3-dimenzionalni 1 2-dimenzionalni pod prostor daje jasniju sliku o realnoj
trajektoriji. Interpretacija vremenskih serija pomocu atraktora, odnosno projekcijom 6 -
dimenzionalnog prostora na 2-dimenzionalni pod prostor u nekim slucajevima daje
dodatne informacije, slika 13.(a). Atraktor je veoma pogodan za kvalitativhu analizu
dinamickog sistema, posto se iz njega moze uociti pojava udvajanja perioda, slika 13.(b),

kao 1 pojava haosa, slika 13.(c) (kada linije atraktora popunjavaju prostor).
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Slika 13. (a) Atraktor koji odgovara protoku jo = 4.5 x 10 min™ i dinamici sistema (1°),
(b) atraktor koji odgovara protoku jo = 4.824 x 10~ min™' i dinamici sistema
(1°),, (c) atraktor koji odgovara protoku jo = 4.825 x 107 min" i dinamici
sistema (haos) i (d) atraktor koji odgovara protoku jo = 4.82474 x 10~ min™ i

. C.e 2
dinamici sistema (1°),.
Poenkareove mape

Moze se desiti da je ipak pri nekim vrednostima kontrolnog parametra, (protoka jo)
dinamika sistema slozena i da se pojava udvajanja perioda ne moze jasno uoc€iti samo
pomocu atraktora, slika 13.(d). U takvim slu¢ajevima, potrebno je odrediti Poenkareove
mape. One mogu biti jako korisne za karakterizaciju dinamike sistema. Ako su oscilacije
jednostavnije, Poenkareove mape sastoje se od konacanog broja tacaka, dok se u slucaju

haosa dobija komplikovana struktura tacaka na povrsi, slika 14.(a) 1 (b).
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Slika 14. (a) Poenkareova mapa koja odgovara protoku jo = 4.8270 x 10~ min™ (periodika) i
(b) Poenkareova mapa koja odgovara protoku jo = 4.829255 x 10~ min™' (haos).

Medutim, kod Poenkareovih mapa treba voditi racuna o na¢inu dobijanja vremenske
serije 1z simulacije, jer se nepravilnom upotrebom ove metode mogu lako dobiti pogresni
rezultati. Naime, rezultat simulacije se uvek dobija u diskretnim vremenskim intervalima.
Rastojanja izmedu tacaka u vremenu se mogu unapred zadati, i za mnoge metode kao $to
su Furijeova transformacija (Spektar snage) i Ljapunovljevi eksponenti to je neophodno.
Medutim, kod Poenkareovih mapa nemoguce je postici da se diskretna vremena poklope sa
trenutkom kada taCke prolaze kroz presek. Zato je potebno vrSiti interpolaciju izmedu dve
taCke. Interpolacija je utoliko bolja Sto je rastojanje izmedu dve tatake manje, odnosno
ukoliko je veca gustina tataka. Optimalna gustina tacaka se postize kada se u programu za
simulaciju izabere opcija sa automatskim izborom tacaka sa promenljivim korakom.

Na slici 15. prikazane su Poenkareove mape za tri slucaja: (a) kada je pri simulaciji
vremenske serije uzeta opcija sa automatskim izborom tacaka sa fiksnim korakom, (b)
kada je pri simulaciji vremenske serije uzeta opcija sa automatskim izborom tacaka sa
promenljivim korakom i (c) kada je pri simulaciji vremenske serije gustina tacaka 5 puta
veca u odnosu na slucaj (a) 1 uzeta opcija sa automatskim izborom tacaka sa fiksnim
korakom.

Poenkareove mape prikazane na slici 15. dobijene su iz vremenske serije za vrednost
protoka jo = 4.8270 x 10~ min™ kojem odgovara dinamika 4' i radi jednostavnosti izabrano

je da se prikaze samo presek male oscilacije.
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Slika 15. (a) Poenkareova mapa dobijena simulacijom vremenske serije sa opcijom
automatski izbor tacaka sa fiksim korakom, (b) Poenkareova mapa dobijena
simulacijom vremenske serije sa opcijom automatski izbor tacaka sa
promenljivim korakom 1 (c) Poenkareova mapa dobijena simulacijom
vremenske serije sa 5 puta ve¢om gustinom ta¢aka u odnosu na sa slucaj (a) sa

opcijom automatski izbor ta¢aka sa fiksim korakom.

Sa slike 15.(a), se moZe videti da Poenkareova mapa ima oblik potkovice, dok se na
slici 15.(b) Poenkareova mapa sastoji od tacaka koje su grupisane na jako malom intervalu,
reda veli¢ine 1x10®, pa se zbog toga mogu posmatrati kao jedna tatka. Uo&ljivo blago
rasipanje nastaje kao posledica numericke greske. Naprotiv, primenom metode manje
tanosti koja daje rezultat na slici 15.(a) doSli bismo do zaklju¢ka da je sistem u
dinamic¢kom stanju kvaziperiodi¢nosti ili haosa, jer Poenkareova mapa odgovara preseku

torusa - popunjava se cela zatvorena linija. Problem dobijanja torusa (slika 15.(a)), se moze
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prevazi¢i koriS¢enjem opcije automatskog izbora tataka u programu za numericku

integraciju, kao $to se vidi na slici 15.(c).

Spektar snage

Pored Poenkareovih mapa, u kvalitativne pokazatelje haosa spadaju i1 spektri snage.
Spektar snage je metoda, kojom Cesto jednostavno moze da se utvrdi da li u sistemu postoji
pojava udvajanja perioda ili pojava haosa.

Spektar snage predstavlja zavisnost kvadrata amplitude od frekvencije signala. Kako
vremenska serija Bray-Liebhafsky oscilatorne reakcije ima 1 velike 1 male oscilacije,
doprinos amplituda velikih oscilacija u signalu je mnogo ve¢i od doprinosa malih, pa se iz
spektra snage ne moZe uvek videti koji je tip oscilacija, ali se moZze zakljuciti koliko
razli¢itih velikih oscilacija ima. Ako su harmonici celobrojni umnosci od prvog pika, to je
dokaz da u sistemu postoji uredeno stanje, a ne haos.

Odredivanje broja velikih oscilacija se postiZze na slede¢i na¢in. Na osnovu spektra
snage se prvo odreduje polozaj glavnog pika. Pod glavnim pikom se podrazumeva pik
kome odgovara najveca prednost P(w) u spektru snage, (na slici 16. glavnom piku
odgovara vrednost frekvencije 0.24201 min™). Pored glavnog pika u spektru se nalaze i
njegovi harmonici koji su na viSim frekvencijama, a koji su po veli¢ini veoma bliski
glavnom piku, (slika 16., pik kome odgovara vrednost frekvencije 0.48432 min™). Kada
dode do pojave prvog udvajanja perioda u spektru se to manifestuje pojavom povorke
manjih pikova, na polovini frekvencija velikih. Slede¢e udvajanje ima za posledicu pojavu
nove povorke pikova jo§ manjih u odnosu na prethodne koji se javljaju pri prvom
udvajanju 1 koji su na cetvrtinama frekvencije glavnog pika. Sa svakim slede¢im
udvajanjem, javlja se povorka novih sve manjih pikova i spektar snage postaje dosta
sloZen.

Da bi se odredio broj velikih oscilacija u spektru snage, posmatra se glavni pik i broj
velikih (njemu sli¢nih po veli¢ini) pikova, ako ih ima, koji se nalaze pre njega, odnosno sa
njegove leve strane, na manjim frekvencijama, slika 17. Njihov zbir daje broj velikih

oscilacija u periodu.

53



U primeni spektra snage poseban problem predstavlja pojava nesimetricnih,
relaksacionih oscilacija. Da bismo tu pojavu ilustrovali na slici 16. prikazana je vremenska
serija i spektar snage koji odgovaraju protoku jo = 0.3 x 10~ min™. Sa slike se moze videti

da su oscilacije priblizno simetri¢ne, usled ¢ega se u spektru snage nalaze samo dva pika.

0
10 1.0154
10° @
£ 1.0104
107 0.24201 ©
/'s\ X
T, 0.48432 g 10051
10 o
" © 1.000
10 —
107 0.995+
00 02 04 06 08 1.0 0 5 10 15 20
Frekvencija, min” Vreme, min

Slika 16. Spektar snage i vremenska serija koji odgovaraju protoku jo=0.3 x 10~ min.
U sprektu snage se nalaze samo dva pika; glavnom piku odgovara vrednost
frekvencije 0.24201 min™, dok se njegov harmonik nalazi na visoj frekvenciji

0.48432 min™'. Vremenska serija se sastoji od simetri¢nih oscilacija.

Naprotiv, protoku 4.8 x 10~ min™' odgovaraju jako asimetri¢ne oscilacije tipa 1°,
slika 17., Sto znaci da sistem ima samo velike oscilacije. Spektar snage sadrzi glavni pik na
0.1147 min" i njegove jako izrazene harmonike na vi§im frekvencijama. Reciproéna
vrednost glavnog pika jednaka je rastojanu izmedu dve oscilacije koje u ovom slucaju
odgovaraju 1 periodu. Takode, svaki naredni harmonik je celobrojni umnozak glavnog, $to
je dokaz da je sistem periodi€an, a pojava viSih harmonika u spektru posledica je

nesimetri¢nosti relaksacionih oscilacija.
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Slika. 17. Spektar snage i vremenska serija koji odgovaraju protoku jo = 4.8 x10~ min™

U spektru snage su predstavljeni glavni pik koji se nalazi na frekvenciji 0.1147

min” i njegovi harmonici koji se nalaze na vi§im frekvencijama. Vremenska

serija se sastoji od asimetri¢nih oscilacija.

Slabost metode spektra snage jasno je uocljiva na sledeCem primeru. Na slici 18.,
ilustrovani su sprektri snage 1 odgovaraju¢e vremenske serije za tri razliCita protoka,
kojima odgovara dinamika tipa (1%),, za vrednosti n = 1, 2, 4.

Za protok jo=4.9111 x 10” min™ spektar snage pokazuje glavni pik na 0.07202 min™ i
njegove harmonike na vi§im frekvencijama, slika 18.(a). Pri slede¢em protoku jo = 4.9196
x 10 min™ moZe se uoditi glavni pik na 0.07233 min™' koji odgovara jednoj oscilaciji i
manji pik na pola frekvencije koji odgovara periodu 2, slika 18.(b). Sli¢no se moZe uociti i
kod protoka jo = 4.9201 x 10 min™ gde se na spektru snage vidi glavni pik na 0.07233
min” koji odgovara jednoj oscilaciji, i manji pikovi na &etvrtinama ove frekvencije koji
odgovaraju periodu 4, slika 18.(c). Broj velikih oscilacija je jedan, zato Sto se levo od
glavnog pika ne nalazi ni jedan drugi pik koji je po veli¢ini sli¢an njemu. Sa povecanjem

protoka, glavni pik se pomera ka ve¢im frekvencijama.
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Slika. 18. Spektri snage i vremenske serije koji odgovaraju protocima: (a) jo=4.9111 x 10™

min” sa poloZajem glavnog pika na frekvenciji 0.07202 min™ i dinamikom

sistema (1%), (b) jo = 4.9196 x 10” min™ sa polozajem glavnog pika na frekvenciji

0.07233 min "' i dinamikom sistema (1), i (c) jo = 4.9201 x 10~ min™' sa polozajem

glavnog pika na frekvenciji 0.07233 min™ i dinamikom sistema (1°)s.
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Na slici 19. ilustrovani su sprektri snage za tri protoka, kojima odgovara dinamika (2"),, za

vrednostin=1, 2, 4.
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Slika 19. Spektri snage i vremenske serije koji odgovaraju protocima: (a) jo = 4.8422 x 107
min” sa poloZajem glavnog pika na frekvenciji 0.09796 min" i dinamikom
sistema (2'), (b) jo =4.8501 x 10~ min™ sa poloZajem glavnog pika na frekvenciji
0.09776 min"' i dinamikom sistema (2'), i (c) jo = 4.8502 x 10° min” sa

polozajem glavnog pika na frekvenciji 0.09766 min™ i dinamikom sistema (2')s.

57



Na slici 19. predstavljeni su spektri snage za tri protoka, na osnovu kojih se takode
moze uoCiti pojava udvajanja perioda. Frekvencije na kojima se nalazi glavni pik su
redom: (a) 0.09796 min™, (b) 0.09776 min™ i (c) 0.09766 min™. Broj velikih oscilacija
iznosi dva, posSto se levo od glavnog pika nalazi joS jedan pik koji je po veli€ini sli¢an
glavnom. Takode, moze se uociti da se sa povecanjem protoka polozaj glavnog pika pri
udvajanju perioda u slu¢aju dinamike (2'), pomera ka manjim frekvencijama, za razliku od
dinamike (1°).

Ve¢ je reCeno da spektri snage nisu dovoljno osetljivi na promene broja malih
oscilacija. Na slici 20. prikazani su spektri snage koji odgovaraju protocima jo = 4.961 x
10° min™ (1*) i jo=4.978 x 10~ min™' (1°). Na osnovu dobijenih spektara snage ne moze
se uociti tip dinamike, ve¢ samo broj velikih oscilacija. Medutim, pri ovakvim tipovima
dinamike, gde postoji jedna velika i viSe malih oscilacija, reciprocna vrednost frekvencije
glavnog pika odgovara jednom celom periodu u vremenskoj seriji. Nasuprot tome, u
slucajevima kada imamo viSe velikih, a samo jednu malu oscilaciju, na osnovu spektra
snage lako se moZe uociti tip dinamike, dok se iz recipro¢ne vrednosti frekvencije glavnog
pika ne moze izra¢unati duzina stvarnog perioda, ve¢ samo srednje rastojanje izmedu dve

velike oscilacije u vremenskoj seriji.
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(b)
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Slika 20. Spektri snage i vremenske serije koji odgovaraju protocima: (a) jo = 4.961 x 10~
min" sa polozajem glavnog pika na frekvenciji 0.05493 min" i dinamikom
sistema(1%) i (b) jo = 4.978 x 10° min™ sa polozajem glavnog pika na frekvenciji

0.04913 min™ i dinamikom sistema (1°).

Pojava haosa na slici 21., koja predstavlja spektar snage za protok j=4.8293 x 10~ min”
potvrdena je time §to izmedu glavnog pika koji se nalazi na 0.10468 min" i njegovih
harmonika imamo mnostvo neuredenih pikova koji podse¢aju na Sum. Recipro¢na vrednost
frekvencije glavnog pika predstavlja srednje vreme potrebno trajektoriji da opiSe jedan
ciklus na atraktoru i da se vrati u blizinu po¢etnog stanja. Sum u spektru nastaje zato §to

trajektorija haoti¢no kruzi oko srednje krive koja potice od izvornog nestabilnog grani¢nog

kruga.
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Slika 21. Spektar snage i vremenska serija koji odgovaraju protoku jo = 4.8293 x 10~ min™
Spektar snage sadrzi glavni pik na frekvenciji 0.10468 min™ i njegove harmonike
na visSim frekvencijama izmedu kojih se nalazi mnoStvo neuredenih pikova koji

podsecaju na Sum.
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Pri nekim protocima, dinamika sistema je slozena 1 pojava udvajanja perioda se,
umesto pomocu atraktora, jednostavnije moze uociti pomocu spektara snage. Na primer,
protoku jo = 5.08 x 10~ min" odgovaraju oscilacije tipa 17, §to zna¢i da imamo jednu
veliku 1 35 malih oscilacija u jednom periodu, slika 22.(a). Atraktor ne daje informaciju o

pojavi udvajanja perioda, ali se ona moze videti kada se pogleda spektar snage, slika 22.(b) 1 (c).
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Slika 22. (a) Atraktor i vremenska serija 1 (b), (c) spektar snage koji odgovaraju protoku
jo=15.08 x10” min™". U spektru snage glavni pik se nalazi na frekvenciji 0.0116 min™.
Vremenska serija u jednom celom periodu se sastoji od jedne velike i 35 malih
oscilacija. Reciprotna vrednost pika koji se nalzi na frekvenciji 0.0058 min™
podeljena sa jednim celim periodom u vremenskoj seriji ukazuje na pojavu udvajanja

perioda.
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Recipro¢na vrednost glavnog pika kojoj odgovara frekvencija od 0.0116 min™,
predstavlja rastojanje izmedu dve velike oscilacije, odnosno period. Pored glavnog pika, u
spektru snage mozZe se uotiti i pik na frekvenciji 0.0058 min™'. Reciprona vrednost ove
frekvencije podeljena sa periodom u vremenskoj seriji daje broj 2, Sto ukazuje da je pri

ovom protoku doslo do pojave udvajanja perioda.

3.1. SIMBOLICKA DINAMIKA

Kao §to je veé uoeno, simboli¢ki zapis dinamickog stanja u formi L%, koji je do sada
koriséen, nije uvek dovoljan. Zato su uvedene forme zapisa tipa (L°), koje bliZe opisuju
razli¢ite oblike dinamike kod udvajanja perioda. Medutim, ni ovaj oblik zapisa nam ne
govori dovoljno o strukturi atraktora i rasporedu malih i velikih oscilacija u faznom
prostoru kao ni o redosledu kojim se one smenjuju u vremenu. Da bi se jasnije sagledala
zakonitost redosleda pojavljivanja ovih oscilacija uvedena je nova forma simbolickog
zapisa, zasnovana na numeraciji u jedinstvenom nizu taCaka u Poenkareovoj mapi.
Izabrano je da redosled odgovara opadaju¢em redosledu vrednosti koncentracije joda, Sto u
slu¢aju malih oscilacija odgovara rastu¢im amplitudama. Osim toga, zbog posebnog
znacaja su izdvojene trajektorije prvog udvajanja u poseban indeks n, dok su sve ostale

grupisane po redosledu u indeks m, tako da je konac¢ni zapis u formi Ln;,,Sny,.

Sa slike 23. moze se zakljugiti da protoku jo = 4.9111 x min" odgovara dinamika
sistema koji se sastoji od jedne velike i dve male oscilacije u jednom periodu. Zakonitost
redosleda pojavljivanja ovih oscilacija u faznom prostoru je sledeca: sistem se najpre krece
po velikoj trajektoriji koja odgovara velikoj oscilaciji L1. Zatim, prelazi na malu kojoj
odgovara oscilacija S1;, odnosno veca koncentracija joda, 1 nakon toga posecuje
trajektoriju koja odgovara oscilaciji S2;, odnosno manjoj koncentraciji joda i nesto vecoj

amplitudi. Nakon toga, sistem prelazi ponovo na veliku trajektoriju i niz se ponavlja.
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Slika 23. Deo atraktora sa simboli¢kim opisom dinami¢kog stanja (1%) koji odgovara
protoku jo = 4.9111 x min™. Isprekidana strelica sa spolja$nje strane atraktora
oznacava pravac kretanja trajektorije pri formiranju atraktora. Sa L1 je obeleZena
trajektorija velike oscilacije, dok su trajektorije malih oscilacija obelezene redom:
S1; koja odgovara viSoj vrednosti koncentracije joda, i S2; koja odgovara nizoj

vrednosti koncentracije joda.

Sa slike 24. moze se zakljugiti da protoku jo = 4.9196 x10~ min"' odgovara dinamika
sistema koji se sastoji od dve velike 1 Cetiri male oscilacije u jednom periodu, koje nastaju
kao posledica udvajanja perioda. Za razliku od prethodnog protoka, gde su postojale dve
male oscilacije, sada je svaka od njih udvostru€ena i obelezene su sa S1; 1 S1,, odnosno
S2; 1 S2,. Takode, i broj velikih oscilacija je udvostru¢en u odnosu na prethodi broj i one
su obelezene sa L1 i L2. Zakonitost redosleda pojavljivanja ovih oscilacija u faznom
prostoru je sledeca: sistem se najpre krece po velikoj trajektoriji L1, koja odgovara velikoj
oscilaciji 1 ve€oj vrednosti koncentracije joda. Zatim, sa nje prelazi na malu (spoljasnju)
S1,, nakon koje posecuje ponovo malu (spoljaSnju) S2,. Slede¢i korak je prelazak na
veliku trajektoriju koja odgovra drugoj velikoj oscilaciji L2, odnosno manjoj koncentraciji
joda. Sa trajektorije koja odgovara oscilaciji L2, sistem prelazi na malu oscilaciju kojoj
odgovara trajektorija S1,, nakon koje se posecuje trajektorija S2, druge male oscilacije.

Niz se nakon toga ponavlja na isti nacin.
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Slika 24. Deo atraktora sa simbolickim opisom dinamitkog stanja (1%), koji odgovara
protoku jo = 4.9196 x 107 min™. Isprekidana strelica sa spoljasnje strane
atraktora oznacava pravac kretanja trajektorije pri formiranju atraktora. Sa L1 1
L2 su obelezene trajektorije velikih oscilacija. Da bi se jasnije uocile,
trajektorije malih oscilacija su uveéane i oznafene su redom: S1;, S1, koje
odgovaraju viSim vrednostima koncentracija joda, i S2;, S2, koje odgovaraju

nizim vrednostima koncentracija joda.

Sa slike 25. moze se zakljugiti da protoku jo = 4.9201 x 10 min" odgovara dinamika
sistema koji se sastoji od Cetiri velike 1 osam malih oscilacija u jednom periodu, koje
nastaju kao posledica udvajanja perioda. Male oscilacije su ponovo grupisane u dve grupe,
ali se sada u svakoj grupi nalaze po Cetiri koje su obelezene redom: S1;, S1,, S1;, S1g,
odnosno S2, S2,, S23;, S24. Velike oscilacije su oznacene redom: L1, L2, L3 i L4.
Zakonitost redosleda pojavljivanja ovih oscilacija u faznom prostoru je sledeca: sistem se
najpre krec¢e po velikoj trajektoriji L1, koja odgovara velikoj oscilaciji 1 ve¢oj vrednosti
koncentracije joda. Zatim sa nje prelazi na trajektoriju S1,, koja odgovara maloj oscilaciji,
nakon koje posecuje drugu malu S2,. Slede¢i korak je prelazak na trajektoriju koja

odgovara velikoj oscilaciji L3. Sa nje sistem prelazi na trajektoriju koja odgovara maloj
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oscilaciji S1;, nakon koje sledi ponovo mala S2;. Zatim, sistem posecuje sledecu
trajektoriju koja odgovara velikoj oscilaciji L2, nakon koje prelazi na trajektoriju koja
odgovara maloj oscilaciji S1j, 1 slede¢oj maloj oscilaciji S2;. Poslednji krug podrazumeva
ponovni prelazak na trajektoriju kojoj odgovara velika oscilacija L4, nakon koje sledi
poseta trajektoriji koja odgovara maloj oscilaciji Sl4 i na kraju poseta poslednjoj

trajektoriji koja odgovara maloj oscilaciji S24. Nakon toga, niz se ponavlja na istovetan

nacin.
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Slika 25. (a) Deo atraktora sa simboli¢kim opisom dinamitkog stanja (1%); koji odgovara
protoku jo = 4.9201 x 10~ min™. Isprekidana strelica sa spoljasnje strane atraktora
oznaCava pravac kretanja trajektorije pri formiranju atraktora. Sa L1 - L4 su
obelezene trajektorije velikih oscilacija. Trajektorije malih oscilacija su grupisane
u dve grupe 1 obelezene redom: S1; - S14 koje odgovaraju viSim vrednostima
koncentracije joda i S2; - S24 koje odgovaraju nizim vrednostima koncentracije
joda (b) uveéani deo atraktora koji odgovara protoku jo = 4.9201 x 10~ min” na
kojem su posebno izdvojene 1 uvecane trajektorije malih oscilacija S2; — S2,4 da bi se

uocio njihov redosled pojavljivanja.

Sa daljim povecanjem protoka dolazi do narednog udvajanja perioda. Tako dobijena
struktura je dosta sloZena, a rastojanja izmedu trajektorija su sve manja i zato se ovom
metodom viSe ne moZe uociti zakonitost redosleda pojavljivanja velikih i malih oscilacija u
faznom prostoru. Ova pojava predstavlja jednu formu haosa, a metoda simbolickog zapisa
predstavlja moguc¢i postupak za dokazivanje haosa ili identifikaciju tipa haosa kod koga

nema vise pravilnosti u redosledu posecivanja odredenih oblasti atraktora.
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4. KVANTITATIVNE METODE U ANALIZI SLOZENIH
DINAMICKIH STANJA

4.1. LIAPUNOVLJEVI EKSPONENTI

U sluc¢aju kada sa povecanjem kontrolnog parametra sistem iz uredenog stanja (stanja
periodike) prelazi u haos, potrebno je odrediti najveci Ljapunovljev eksponent, posto nije
preporucljivo oslanjati se samo na kvalitativne metode (atraktor, vremensku seriju, spektar
snage, Poenkareove mape). Pozitivna vrednost najveceg Ljapunovljevog eksponenta
ukazuje na pojavu haosa, dok negativna ukazuje na uredeno, odnosno periodi¢no stanje.

Volfova metoda, kojom se odreduje najveci Ljapunovljev eksponent, primenjena je
na oscilatornu reakciju Bray-Liebhafsky. Dobijene pozitivne vrednosti Ljapunovljevog
eksponenta za odredeni opseg protoka kao kontrolnog parametra ukazuju na postojanje
haoti¢nog ponaSanja u sistemu. Pojava haosa ispitivana je u Sirokom opsegu kontrolnog
parametra (protoka), od jo = 4.8248 x 10 min™ do jo =4.9675 x 10~ min™'. Na slici 26.
prikazana je zavisnost najveéeg pozitivnog Ljapunovljevog eksponenta u funkciji protoka.

Zbog veoma uzanih haoti¢nih prozora, stice se utisak da nekoliko razli€itih vrednosti
Ljapunovljevog eksponenta odgovaraju istoj vrednosti kontrolnog parametra. Medutim,
ako se pogleda jedan uvecan haoti¢an prozor, slika 26., moze se uociti fina struktura
distribucije Ljapunovljevih eksponenata duz haoti¢nog prozora, koja prikazuje da vrednosti
eksponenata jednoznacno zavise od protoka, kao kontrolnog parametra.

Fina struktura spektra Ljapunovljevih eksponenata, dobijenih deterministiCkom
simulacijom, koja je zasnovana na modelu u tabeli 1., pokazuje da ekstremno male
fluktuacije mogu uticati na pomeranje sistema sa atraktora i dovesti do nepredvidivih

promena u dinamici sistema.
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Slika 26. Zavisnost najveceg pozitivnog Ljapunovljevog eksponenta u funkciji protoka u
intevalu protoka od jo = 4.82480 min™' do jo = 4.96750 min™'. Uspravnim linijama
su predstavljeni haoti¢ni prozori. Intervali protoka u kojima se pojavljuje haos su
jako uzani, tako da je u gornjem delu slike uve¢an jedan haoti¢an prozor. Tacke

predstavljaju vrednosti Ljapunovljevog eksponenta za odgovarajuc¢e vrednosti

protoka.
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4.2. FRAKTALI

Multifraktalna analiza je metod koji se primenjuje u analizi vremenskih serija sa
veoma nepravilnim oscilacijama i amplitudama koje variraju u Sirokom opsegu. Bray-
Liebhafsky reakcija u haoticnom rezimu takode ima nepravilan redosled ponavljanja
oscilacija razlic¢itih amplituda, ali sa dva tipa oscilacija i potpuno razli¢itim periodima 1
amplitudama. Osim toga, amplitude velikih oscilacija su gotovo iste, dok se amplitude
malih oscilacija razlikuju medu sobom.

Multifraktalna analiza je primenjena na oscilatornu reakciju Bray-Liebhafsky.
Analizirane su vremenske serije kojima odgovaraju razliciti tipovi dinamike.

Postupak dobijanja multifraktalnog spektra sastoji se iz nekoliko koraka. Najpre se
pomocu programa Matlab, simulacijom pod odredenim uslovima datim u tabeli 1, za
odredenu vrednost kontrolnog parametra (u naSem slucaju protoka), dobija vremenska
serija koncentracija svih hemijskih vrsta iz datog modela. Formiranjem Poenkareove mape
dobija se slika atraktora diskretizovanog operatora dinamike originalnog dinamickog
sistema. Za potrebe multifraktalne analize, ovde je vremenska serija formirana izdvajanjem
jedne od koncentracija — koordinata tacaka u Poenkareovoj mapi (u nasem slucaju to je
koncentracija jodida). Zatim se dobijene vrednosti podataka obraduju u programu
Fraclab''>. Fraclab je deo Matlab-a (Matlab programskog paketa) koji se koristi za
ispitivanje fraktalnih i multifraktalnih osobina sistema. Skup podaka na koje se primenjuje
multifraktalna anliza sadrzi samo jednu kolonu. Dobijeni multifraktalni spektar je
uglavnom konveksnog oblika, slika 27. U poglavlju 1.11.8 receno je da se f(a) moze
interpretirati kao fraktalna dimenzija seta tacaka sa skaliraju¢im indeksom a, Sto je

prikazano u jednacini (1.11.28) kojom se opisuju osobine multifraktala.
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Slika 27. Multifraktlani spektar dobijen programom Fraclab koja odgovara protoku

jo = 4.88320 x10” min”'. Sa f(a) je oznaGena fraktalna dimenzija seta tataka sa

skaliraju¢im indeksom a.

Slede¢i korak je odredivanje nula funkcije 1 poloZaja maksimuma, radi poredenja
spektara dinamickih sistema kojima odgovaraju razli¢ite vrednosti kontrolnog parametra.
U tom cilju je neophodno pronaéi funkciju koja se podesavanjem vrednosti parametara
moze u zadovoljavajuéem stepenu prilagoditi dobijenim tackama. Karakteristicne
vrednosti, maksimum 1 nule funkcije dobijaju se interpolacijom ili ekstrapolacijom.
Ukoliko je moguce izborom optimalnih parametara dobiti zadovoljavajuéi nivo slaganja
oblika prilagodene funkcije i tacaka funkcije spektra, oblik izabrane funkcije nije sustinski
bitan. U sluc¢aju Bray-Liebhafsky oscilatorne reakcije dobijene multifraktlane slike su
zadovoljavajuce opisane prilagodavanjem neke od tri funkcije:

1. kvadratna
y=ax’+bx+c (2.3.1)

2. kvadratno-kvadratna

2
a+cx+ex
yzg (2.3.2)
(1+bx+dx")
3. kubno-kubna
2 3
_(at+ex+ex+gx) (2.33)

Y= (1+bx +dx* +1x*)
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Za prvu i drugu jednacinu, nule funkcija i polozaji maksimuma, max,, su odredivani
analiticki, dok su za trecu funkciju odredivani pomocu programa Matlab. Dobijene
vrednosti predstavljaju osnovne podatke potrebne za odredivanje multifraktalnih osobina -
asimetrije (B) i $irine (W)'".

Ti parametri zajedno sa poloZzajem maksimuma max, predstavljaju meru
kompleksnosti signala. Ako je max, malo, signal je korelisan i gubi se fina struktura, tako
da postaje vise regularan. Sirina W meri §irinu opsega vrednosti Holderovog eksponenta u
kojem se javlja fraktalnost. Sto je W vele, signal je fraktalniji, odnosno struktura je
bogatija. Asimetrija B daje informaciju o dominaciji manjeg i1 veceg eksponenta. Ako je
spektar/maksimum pomeren na desnu stranu to ukazuje na dominaciju vece vrednosti
fraktalnog eksponenta, §to odgovara finoj strukturi, a suprotni sluc¢aj odgovara glatkim
funkcijama.

Da bi se izraunala vrednost asimetrije B, potrebne su vrednosti nula funkcija kao i

vrednost maksimuma funkcije, max,. Kako postoje dve nule funkcija, manja je obelezena

kao nulal, a veca kao nula2. Formula po kojoj se dobija asimetrija B je sledeca:

Asimetrija B = Log;o((nulal - maksimum) / (maksimum — nula2)) (2.3.4)

.....

Zatim, desno orijentisani spektri imaju negativne vrednosti asimetrije B, dok levo
orijentisani spektri imaju pozitivne vrednosti asimetrije B, pomoc¢u kojih je lakse
uporedivati razli¢ite oblike dinamike koji se javljaju u sistemu, umesto da se posmatraju
celi multifraktalni spektri.

Multifraktalna analiza je primenjena na oscilatornu reakciju Bray-Liebhafsky, za interval
protoka od jo = 4.8503x 10~ min™ do jo = 4.85045 x 10~ min™', kojem odgovaraju oscilacije
tipa 2', kao i oscilacije tipa 2'1', slika 28.
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Slika 28. Multifraktlani spektar dobijen programom Fraclab koji odgovara protocima:
jo = 4.85030 x 10° min™, jo = 4.85031 x 10” min™ i jo = 4.850375 x 10~ min™. Sa

f(a) je oznacena fraktalna dimenzija seta tacaka sa skaliraju¢im indeksom a.

Sa slike 28. se moZe videti da da je multifraktalni spektar koji odgovara protoku jo =
4.850375 x10° min™ desno orijentisan, §to zna&i da njemu odgovaraju negativne vrednosti
asimetrije B. Zatim, spektar koji odgovara protoku jo = 4.85031 x10™ min™ je levo orijentisan i
njemu odgovaraju pozitivne vrednosti asimetrije B, dok je spektar koji odgovara protoku jo =

4.85030 x10” min™ potpuno simetrian i njemu odgvaraju nulte vrednsti asimetrije B.
Da bi se jasnije uocili parametri koji opisuju kompleksnost signala (polozaj

maksimuma max,, S$irina W 1 asimetrija B, njihove zavisnosti u funkciji protoka

predstavljene su na slikama 29., 30. 1 31.
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Slika 29. Zavisnost max, od protoka koji odgovaraju intervalu protoka od jo = 4.8503 x 107
min” do jo = 4.85045 x 10” min"". Trouglovima su oznaleni rezultati dinamickih
sistema koje karakteriSe haos udvojenih perioda, dok su krugovima oznaceni

rezultati dinamickih sistema koje karakteriSe haos meSanih modova.

Na slici 29. prikazane su zavisnosti max,, u funkciji protoka, za interval protoka od jo =
4.8503 x 10° min" do jo = 4.85045 x 107 min"' kojem odgovaraju oscilacije tipa 2' i
ocilacije tipa 2'1'. Takode, trouglovima odgovaraju protoci haosa udvojenih perioda, dok
krugovima odgovara haos meSanih modova. Sa slike se moZe uociti da haosu udvajanja
perioda generalno odgovaraju nize vrednosti max,, Sto znaci da je dinamika koja odgovara
ovim protocima regularnija. Takode je uoceno da sa porastom protoka haos udvojenih perioda
postaje sloZeniji. Zatim, kako sa povecanjem protoka raste i max,, jasno se moze uociti gde
prestaje haos udvajanja perioda, a gde pocinje hoaos meSanih modova. Kako se ulazi u
haos mesanih modova, taj trend se nastavlja do vrednosti protoka j, = 4.85035 x 10~ min™,
nakon kog se uocava niz diskontinualnih skokova. Haos meSanih modova se sastoji od
razli¢itog broja malih 1 velikih oscilacija. SloZenost dinamickih struktura koja se javlja u
ovom intervalu dosta se menja sa malom promenom kontrolnog parametra i ne moze se

uociti pomocu prethodno opisanih metoda.

72



Pored poloZaja max,, ispitivana je i zavisnost §irine W u funkciji protoka. Sirina W
meri $irinu opsega vrednosti Holderovog eksponenta u kojem se javlja fraktalnost. Sto je

Sirina W veca, signal je fraktalniji, odnosno struktura je bogatija, slika 30.
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Slika 30. Zavisnost Sirine W od protoka koji odgovaraju intervalu protoka od jo = 4.8503 x
10° min" do jo = 4.85045 x 10~ min”. Trouglovima su oznadeni rezultati
dinamickih sistema koje karakteriSe haos udvojenih perioda, dok su krugovima

oznaceni rezultati dinamickih sistema koje karakteriSe haos meSanih modova.

Kada se posmatra grafik zavisnosti Sirine W od protoka, slika 30., moze se zakljuciti
da haosu udvojenih perioda odgovaraju nize vrednosti Sirine W, odnosno da je dinamika
koja odgovara ovim protocima regularnija, ali da sa povecanjem protoka koji je pracen
porastom Sirine 1 ona postaje sloZenija. Takode, kao i1 u slucaju zavisnosti polozaja
maksimuma, max, u funkciji protoka, moze se razdvojiti haos udvojenih perioda od haosa
meSanih modova. Sa ulaskom u haos meSanih modova, taj trend se ponovo nastavlja do
vrednosti protoka jo = 4.85035 x 10~ min™', nakon kog opet dolazi do niza diskontinualnih
skokova. Kao $to se moze i o&ekivati Sirina W prati max, u opitem trendu promena. Sto je
Sirina W veca, signal je bogatiji, odnosno fraktalniji, a Sto je max, vece, struktura je
sloZenija.

Asimetrija B daje informaciju o dominaciji manjeg i vefeg eksponenta. Ako je

spektar/maksimum pomeren na desnu stranu to ukazuje na vece vrednosti fraktalnog
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eksponenta, Sto odgovara finoj strukturi, (negativne vrednosti B), a suprotni slucaj

odgovara glatkim strukturama, (pozitivne vrednosti B), slika 31.
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Slika 31. Zavisnost asimetrije B od protoka koji odgovaraju intervalu protoka od
jo = 4.8503 x 10™ min™' do jo = 4.85045 x 10” min™. Trouglovima su ozna&eni
rezultati dinamickih sistema koje karakteriSe haos udvojenih perioda, dok su
krugovima oznaceni rezultati dinamickih sistema koje karakteriSe haos mesanih

modova.

Negativne vrednosti asimetrije B odgovaraju desno orijentisanim, §to znac¢i da oni
imaju finiju strukturu i veée vrednosti fraktalnog eksponenta. Pozitivnim vrednostima
asimetrije B odgovaraju levo orijentisani 1 oni imaju manje slozenu strukturu. Na slici 31.
moze se uociti da su protoci koji odgovaraju haosu udvajanja perioda potpuno simetricni,
tako da je njihova vrednost asimetrije nula. [zuzetak se zapaza kod protoka jo = 4.85033 x
10® min™ koji predstavlja granicu prelaska haosa udvojenih perioda u haos mesanih
modova. Njemu odgovara pozitivna vrednost asimetrije B, Sto znaci da je levo orijentisan i
da ima jednostavniju strukturu. Na osnovu dobijenih vrednosti asimetrije B, moze se
zakljuciti da se u veoma uzanom intervalu protoka, sa malim promenama kontrolnog

parametra sloZenost sistema dosta menja.
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4.3. KVANTITATIVNA ANALIZA LOKALNE SIRINE ATRAKTORA U
ZONI POENKAREOVOG PRESEKA

Posmatranjem atraktora dinamic¢kog sistema Bray-Liebhafsky oscilatorne reakcije za
niz vrednosti protoka, uoc¢eno je da udvajanju perioda prethodi pojava promene strukture
atraktora. Naime, uzane linije periodicnog atraktora sa malim promenama protoka postaju
difuzno raspodeljene u maloj oblasti faznog prostora. Ova pojava je detaljnije prouavana
postupkom koji je ovde definisan i razvijen.

Sirina atraktora je kvantitativno analizirana na delu Poenkareovog preseka na
vrednosti koncentracije jodida 4.8 x 10® mol x dm™ koji odgovara malim oscilacijama.
Ceo interval koncentracija joda koji je analiziran iz Poenkareovog preseka podeljen je na
odredeni broj intervala 1 prebrojavanjem tacaka u svakom od tih intervala utvrdena je
raspodela gustine trajektorija po intervalima koncentracije joda. Grafici koji ilustruju ovu

metodu prikazani su na slici 32.
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Slika 32. Broj tacaka po intervalu u funkciji koncentracije joda i odgovaraju¢i atraktori koji
odgovaraju protocima (a) jo = 4.82911 x 107 min™ (haos) i (b) Jo =4.8292 x 10°

min™' (periodika).

Sa slike 32. moze se uociti da sa povecanjem protoka dolazi do Sirenja linija
atraktora, odnosno promene oblika raspodele. Sirina je odredivana na polovini visine.
Periodi¢na stanja su reprezentovana pravougaonom raspodelom koja usled pojave haosa

poprimaju oblik Gausove raspodele.

4.4. OPSTI POSTUPAK KVANTIFIKACIJE HAOSA

U prethodnom tekstu receno je da se dinamika Bray-Liebhafsky oscilatorne reakcije
u CSTR reaktoru ispoljava u obliku velikog broja prostih, kompleksnih ili haoti¢nih
oscilacija. Direktno vizuelno razlikovanje haoti¢nih 1 regularnih oscilacija moguce je samo
u retkim slucajevima i sa velikom dozom nepouzdanosti. Zbog toga je neophodno
primeniti odgovarajuce kvalitativne 1 kvantitativne metode pomocu kojih se pouzdano
moze identifikovati oblik dinamike.

Kada su u pitanju regularne oscilacije, prvo od ¢ega se polazi u analizi dinamike je
vremenska serija. Ona daje pocetnu informaciju o dinamici sistema. Zatim, potrebno je
izvrSiti projekciju 6-dimenzionalnog prostora na 2-dimenzionalni potprostor, odnosno
konstruisati atraktor. U slucaju periodi¢nih oscilacija linije atraktora se ne rasipaju,
odnosno taCke trajektorije se nalaze na jednoj zatvorenoj liniji u 2-dimenzionalnom

prostoru. Zatim, pored atraktora regularna kretanja se mogu potvrditi 1 pomocu
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Poenkareovih mapa koje se za regularna kretanja sastoje od kona¢nog broja tacaka. Osim,
toga bitan kvalitativni pokazatelj dinamike sistema je i spektar snage. U slucaju regularnih
kretanja, u spektru snage viSi harmonici se nalaze na poloZajima koji odgovaraju
celobrojnim umnoscima glavnog pika.

Pored kvalitativnih pokazatelja, znac¢ajno mesto u analizi regularnih kretanja
zauzimaju kvantitativne metode. Ljapunovljev eksponent kod regularnih kretanja je
negativan, dok grafik raspodele ima oblik pravougaonika.

Simulacijom Bray-Liebhafsky oscilatorne reakcije pri odredenim vrednostima
kontrolnog parametra, u naSem slucaju protoka, uocena je pojava haosa udvajanja perioda.
Haos udvajanja perioda podrazumeva da se broj oscilacija (1 malih 1 velikih) u sistemu sa
povecanjem protoka udvostrucuje, ali tako da izmedu svaka dva periodi¢na prozora koja
odgovaraju jednom udvajanju postoji i jedan interval vrednosti kontrolnog parametra u
kome se ispoljava haoti¢na dinamika. Ovaj oblik haosa je karakteristi¢an po Sirenju linija
trajektorije dinamickog sistema u faznom prostoru. Prisustvo haosa se odreduje primenom
kvalitativnih 1 kvantitativnih metoda. U slu¢aju haosa udvojenih perioda izgled vremenske
serije ne daje informacije o pojavi udvajanja i ne moze se efikasno koristiti u tumacenju
dinamike sistema. Medutim, pored vremenske serije, atraktor i Poenkareove mape daju
informaciju o broju velikih 1 malih oscilacija 1 u sluaju haosa, tacke na trajektoriji
atraktora ne leZe na jednoj liniji, odnosno dolazi do njihovog manjeg ili veeg rasipanja.
Kod ovakvih sistema u spektrima snage se udvajanje perioda vidi tako Sto se pored
glavnog pika javljaju povorke manjih pikova koje se nalaze na polovinama (odnosno
Cetvrtinama, osminama, itd.) frekvencija glavnog pika. Takode, pojava haosa se moze
potvrditi ¢injenicom da se vis$i harmonici ne nalaze na polozajima celobrojnih umnozaka
glavnog pika. Haos udvojenih perioda karakteriSe 1 pozitivna vrednost Ljapunovljevog
eksponenta, dok grafik raspodele poprima oblik Gausove (Gauss) raspodele.

Pored haosa udvajanja perioda koji se joS moze definisati i kao strukturni haos,
simulacijom BL reakcije uocen je i tzv. nestrukturni haos. Naziv potie od Cinjenice da se
struktura ovog haosa ne moze jasno definisati (u smislu udvajanja perioda) primenom
kvalitativnih 1 kvantitativnih metoda. Naime, vremenska serija koja odgovara ovom tipu
haosa skoro je identi¢na vremenskoj seriji koja odgovara haosu udvojenih perioda kao 1
periodicnim oscilacijama. Medutim, atraktor se sastoji od velikog broja linija koje
odgovaraju malim 1 velikim oscilacijama 1 iz njega se ne moZe uociti struktura sistema.

Poenkareove mape se sastoje od velikog broja neuredenih tacaka, dok se u spektrima snage
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1izmedu glavnog pika i njegovih harmonika nalazi Sum. Metoda raspodele daje grafik koji
ima dosta slozen oblik. Pozitivna vrednost Ljapunovljevog eksponenta ukazuje na pojavu
haosa. Iako prethodno opisane metode u ovom slucaju ne mogu posluziti za identifikaciju
tipa dinamike, upravo one pokazuju da je doSlo do promene dinamike i da je ovaj tip
dinamike slozeniji od haosa udvajanja perioda.

Pored haosa udvajanja perioda i1 nestrukturnog haosa, simulacijom BL reakcije pri
odredenim vrednostima protoka javlja se 1 haos meSanih modova. Ovaj haos se karakteriSe
nepravilnim ponavljanjem velikih 1 malih oscilacija u sistemu. Pri analizi ovog haosa treba
biti jako oprezan zato $to su atraktor, Poenkareove mape, sprektri snage i metoda raspodele
jako sli¢ni kao u slucaju nestrukturnog haosa. Zbog toga se pojava ovog tipa haosa najbolje

vidi iz vremenske serije. Vrednost Ljapunovljevog eksponenta je pozitivna.
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5. KVANTIFIKACIJA HAOSA NA PRIMERU SISTEMA BRAY
LIEBHAFSKY OSCILATORNE REAKCIJE

Pri protocima manjim od jo = 0.299 x 10> min™ javlja se samo stabilno stacionarno stanje,
slika 33.(a). Superkritiéna Hopfova bifurkacija je uoena izmedu jo = 0.299 x 10~ min™ i jo=
0.300 x 10” min™, kada stabilno stacionarno stanje postaje nestabilno i formira se stabilan
grani¢ni krug, slika 33.(b). Pri ve¢im vrednostima protoka sistem ima pravilne oscilacije
¢ije amplitude rastu sa daljim povecavanjem protoka dok se grani¢ni krug uvecava i
transformiSe poprimaju¢i oblik tipi¢an za relaksacione oscilacije, slika 33.(c). Sa
povecanjem protoka dinamika sistema se menja sve do protoka bliskog jo = 5.120 x 107
min’', kada se javlja inverzna Hopfova bifurkacija. U neposrednoj okolini ove bifurkacije
pri vrednostima protoka manjim od bifurkacionog, sistem ima samo male oscilacije, slika
33.(d). Protoke vece od jo=5.120 x 10”min™ karakterise pojava novog stabilnog stacionarnog

stanja, slika 33.(e).
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Slika 33. (a) Stabilno stacionarno stanje koje odgovara protoku jo = 0.299 x 10~ min™',

vremenska serija i fazna trajektorija koja se zavrSava na atraktoru, (strelica na slici

ukazuje na atraktor koji je, ustvari, tacka), (b) grani¢ni krug (vremenska serija i

jo=15.2 % 10” min™ (atraktor je ponovo tatka).

atraktor) koji odgovara protoku jo = 0.300 x 10° min”, (c) vremenska serija i
atraktor koji odgovaraju protoku jo = 4.8 x10” min™ sa velikom amplitudom, (d)
vremenska serija i atraktor koji odgovaraju protoku jo = 5.115 x 10~ min™ sa

malom amplitudom i (¢) vremenska serija i atraktor koji odgovaraju protoku
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U poglavlju 1.2.3. reCeno je da izmedu dve oblasti u kojima postoji iskljucivo
jedinstveno stacionarno stanje postoji 1 srediSnja oblast u kojoj se mogu uociti razlicite
jednostavne, komleksne i haoti¢ne oscilacije, slika 3.

U regionu koji ima nekoliko velikih i samo jednu malu oscilaciju, promena

dinamickog stanja sa povecanjem protoka ima sledeci trend:

[1']— [(12] = [(1D)a] = [(1Ds] = .. = haos — ... =[x/ - '] = [(a(l- 1)'] -
(- 1= = [(- D] = (- D] = e = [0- 1]

Dok se u regionu sa jednom velikom 1 nekoliko malih oscilacija promena dinamic¢kog

stanja odvija na slede¢i nagin:®

[1°] = [(1%)2] = [(1%)4] = [(175] —... = haos — ... > [(I)3 "] > [(1), "] > [1° 1°7"]
[N = [P ] = . > [17]

Poznato je da se generalano dinamika javlja u gore predstavljenim sekvencama, ali je
uoceno da postoji 1 fina struktura bifurkacionog dijagrama ovih dinamckih stanja u
parametarskom prostoru, pri ¢emu se javljaju oblici haosa izmedu svakog od ovih
periodi¢nih stanja.

Pored ove opste strukture haosa uoceno je da u modelu BL reakcije postoji i fina
struktura. Fina struktura razli¢itih dinamickih stanja kroz koja sistem prolazi, bice

predstavljena na primeru oscilacija tipa 4'.
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Tabela 3. Vrednosti protoka, tip dinamike i vrednosti najveceg Ljapunovljevog eksponenta

Protok x 10~ min™' Tip dinamike Ljapunovljev eksponent
4.827000 (4") periodika -0.0085
4.829050 (4") haos 0.00424
4.829080 (4") haos 0.00215
4.829084 (4"), haos 0.00417
4.829110 (4"), haos 0.01494
4.829150 (4"), haos 0.00184
4.829200 (4"), periodika -0.0045
4.829210 (4"); haos 0.00394
4.829220 (4"), haos 0.01317
4.829230 (4"), haos 0.00511
4.829240 (4"haos (nestrukturni) 0.03640
4.829255 (4"haos (nestrukturni) 0.05455

Na osnovu tabele 3. moze se zakljuiti da sa povecanjem protoka sistem prolazi kroz
razli¢ita periodi¢na 1 aperiodi¢na stanja, Sto je potvrdeno pozitivnhim 1 negativnim
vrednostima Ljapunovljevih eksponenata. Pri protoku jo = 4.8270 x 10° min" dobijena
negativna vrednost Ljapunovljevog eksponenta, tabela 3., ukazuje da je dinamika sistema
periodi¢na. Tip dinamike se moZe uociti iz vremenske serije iz koje sledi da sistem ima Cetiri
velike 1 jednu malu oscilaciju, slika 34 (a). Pored negativne vrednosti Ljapunovljevog
eksponenta, periodika se moZe uociti i pomocu uvecanog dela atraktora, slika 34(b)., na
kojem se vidi da se tacke na trajektoriji nalaze na jednoj liniji. Grafik raspodele daje
pravougaonu raspodelu i na taj nacin takode potvrduje postojanje perio¢nog prozora, slika
34(c). Sirina na polovini visine iznosi 0.00003. Poenkareova mapa se sastoji od pet tacaka,
od kojih su Cetiri grupisane 1 odgovaraju velikim oscilacijama, dok peta odgovara maloj
oscilaciji, slika 34 (d). Spektar snage pokazuje glavni pik na 0.10421 min™ i njegove
harmonike na viS§im frekvencijama, slika 34.(e). Takode, iz spektra snage moze se
zakljuciti da se sistem sastoji od Cetiri velike oscilacije, zato Sto se ispred glavnog pika

nalaze jos tri pika koja su po veli¢ini sli¢na glavnom.
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Slika 34. (a) Atraktor i vremenska serija, (b) uvecani deo atraktora, (c) grafik raspodele
koji je pravougaonog oblika, (d) Poenkareove mape i (e) spektar snage koji
odgovaraju protoku jo = 4.8270 x 10~ min™ i dinamici sistema (4'). U spektru
snage glavni pik se nalazi na 0.10421 min™, dok su njegovi harmonici na vi§im

frekvencijama.

Sa povecajnem protoka Ljapunovljevi eksponenti postaju pozitivni §to je indikacija

pojave haosa u sistemu, tabela 3. Vremenska serija ukazuje da se sistem sastoji od Cetiri
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velike 1 jedne male oscilacije 1 iz nje se pojava haosa ne moze odrediti, slika 35.(a). Za
razliku od vremenske serije, na osnovu uvecanog dela atraktora pojava haosa se uocava
tako $to linije trajektorije popunjavaju prostor, slika 35.(b), odnosno, pri svakom narednom
periodu sistem ne kruZzi po jedinstvenoj putanji, kao $to je to slucaj kod periodike. Kao i u
prethodnom slucaju, Poenkareova mapa ukazuje da se sistem i dalje sastoji od Cetiri velike
1 jedne male oscilacije, pa se pojava haosa pomocu njega ne vidi jasno, slika 35.(c).
Medutim, grafik raspodele pokazuje raspodelu koja poprima Gausov oblik, §to je ve¢ jasna
indikacija pojave haosa, slika 35.(d). Sirina na polovini visine iznosi 0.00004. Spektar
snage pokazuje glavni pik na 0.10453 min™ i njegove harmonike na vi§im frekvencijama,
slika 35.(e). Kao 1 u prethodnom slucaju, iz spektra snage se moze zakljuciti samo da je
broj velikih oscilacija u sistemu Cetiri, posto se ispred glavnog pika nalaze jos tri koja su

po veli¢ini slicna glavnom.
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Slika 35. (a) Atraktor i vremenska serija, (b) uvecani deo atraktora, (c) grafik raspodele koji
poprima oblik Gausove raspodele, (d) Poenkareova mapa 1 (e) spektar snage koji
odgovaraju protoku jo = 4.82908 x 10° min” i dinamici sistema (4'). U spektru
snage glavni pik se nalazi na 0.10453 min™, dok su njegovi harmonici na vi§im

frekvencijama.

Sa daljim povecanjem protoka u sistemu se javljaju haoti¢na stanja 1 pri vrednosti
protoka jo = 4.829084 x 10~ min " dolazi do pojave udvajanja perioda, slika 36. Dobijena
vrednost Ljapunovljevog eksponenta je pozitivna i ukazuje na pojavu haosa, tabela 3. Ovu
pojavu nije moguée uociti na osnovu vremenske serije, zato S$to ona pokazuje samo
osnovni tip dinamike, a to je postojanje Cetiri velike 1 jedne male oscilacije u jednom
periodu, slika 36.(a). Za razliku od vremenske serije, uvecani atraktor pokazuje da je broj
razli¢itih oscilacija udvostruen u odnosu na prethodni protok, slika 36.(b). Cepanje linija
malog kruga se moze videti i na osnovu grafika raspodele koja se sastoji od dve Gausove
raspodele, slika 36.(c) levo, odnosno, slika 36.(c) desno gde je prikazan uvecan grafik
raspodele. Sirina na polovini visine je 0.00001. Pri ovoj vrednosti protoka iz Poenkareovoe
mape pojava udvajanja ne moze se jasno videti, posto on i dalje pokazuje samo da se
sistem sastoji od Cetiri velike i jedne male oscilacije, slika 36.(d). Spektar snage pokazuje
glavni pik na 0.10453 min™' i njegove harmonike na visim frekvencijama, slika 36.(e). Iz

spektra snage za ovu vrednost protoka takode se ne moze uociti pojava udvajanja perioda.
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Slika 36. (a) Atraktor i vremenska serija, (b) uvecani deo atraktora, (c) levo - grafik
raspodele 1 (c) desno - uvecani grafik raspodele koji ima oblik Gausove
raspodele, (d) Poenkareova mapa i (e) spektar snage koji odgovaraju protoku jo =
4.829084 x 10~ min™ i dinamici sistema (4'),. U spektru snage glavni pik se

. | . . .. . ..
nalazi na 0.10453 min™, dok su njegovi harmonici na visim frekvencijama.
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Sa daljim povecanjem protoka razvija se fina struktura haosa, a udvajanje perioda se
jasnije vidi, slika 37.

Na postojanje haosa pri ovom protoku ukazuje pozitivna vrednost Ljapunovljevog
eksponenta, tabela 3. Kao i u prethodnom slucaju, iz vremenske serije se ne mogu dobiti
dodatane informacije o sistemu, slika 37.(a). Najpogodniji nac¢in da se uoci pojava
udvajanja perioda je atraktor koji se sastoji od osam velikih krugova i dva mala, §to znaci
da se sistem sastoji od osam velikih i dve male oscilacije u jednom periodu. Mali krugovi
su jasno odvojeni 1 oba popunjavaju prostor, $to je dokaz postojanja haosa, slika 37.(b).
Grafik raspodele se sastoji od dve odvojene Gausove raspodele, slika 37.(c) levo. Na slici
37.(c) desno prikazana je raspodela koja odgovara maloj oscilaciji i viSoj vrednosti
koncentracije joda. Sirina na polovini visine za oba pika iznosi oko 0.0005. Iz Poenkareove
mape ovde se takode moze zakljuciti da je doSlo do pojave udvajanja perioda zato S§to je
svaka tacka u preseku u odnosu na Poenkareovu mapu prethodnih protoka sada
udvostrucena, slika 37.(d). Spektar snage pokazuje glavni pik na 0.10453, kao 1 manji pik
na polovini frekvencije koji odgovara periodu 2, odnosno ukazuje da je doslo do udvajanja
perioda, slika 37.(e). Takode, kao 1 u prethodnim slu¢ajevima, njegovi harmonici se nalaze

na vi$im frekvencijama.
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Slika 37. (a) Atraktor i vremenska serija, (b) uvecani deo atraktora, (c) levo - grafik
raspodele 1 (c) desno - uvecani grafik raspodele koji odgovara maloj oscilaciji i
viSoj vrednosti koncentracije joda, (d) Poenkareova mapa i ) spektar snage koji
odgovaraju protoku jo = 4.82911 x10™ min™ i dinamici (4'),. U spektru snage
glavni pik se nalazi na 0.10453 min”, dok su njegovi harmonici na vi§im

frekvencijama.

Nakon pojave haosa udvajanja perioda, sa daljim povecanjem protoka sistem polako

prelazi u stanje periodike tipa (4'),, pri protoku jo = 4.8292 x 10~ min™, slika 38.
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Slika 38. (a) Atraktor i vremenska serija, (b) levo - uvecani deo atraktora i (b) desno-
uvecani deo atraktora na kojem je prikazana mala oscilacija koja odgovara
vi$oj vrednosti koncentracije joda, (c) levo - grafik raspodele 1 (c) desno -
uvecani grafik raspodele koji odgovara maloj oscilaciji 1 viSoj vrednosti
koncentracije joda, (d) Poenkareova mapa i (e) spektar snage koji odgovaraju
protoku jo = 4.8292 x 107 min™' i dinamici sistema (4'),. U spektru snage
glavni pik se nalazi na 0.10410 min”, dok su njegovi harmonici na vidim

frekvencijama.

Dobijena pozitivna vrednost Ljapunovljevog eksponenta koji odgovara ovom
protoku ukazuje na postojanje periodi¢nih oscilacija, tabela 3. Kao 1 pri prethodnim
protocima, dinamika sistema se ne moZe tumaciti iz vremenske serije, slika 38.(a). Uvecani
deo atraktora pokazuje da je doslo do pojave udvajanja perioda i da je sistem u stanju
periodike, posto tacke na trajektoriji leze na jednoj liniji, slika 38.(b). Osim toga, grafik
raspodele se sastoji od dve pravougaone raspodele, §to je takode dokaz postojanja pravilnih
oscilacija, slika 38.(c) levo. Na slici 38.(c) desno prikazana je raspodela koja odgovara
maloj oscilaciji i vi$oj vrednosti koncentracije joda. Sirina na polovini visine za oba pika
iznosi oko 0.0004. Poenkareova mapa ponovo pokazuje da je prisutna pojava udvajanja
perioda, posto je svaka taCka udvostrucena 1 sada ih umesto pet ima deset, slika 38.(d).
Takode, one su sada 1 udaljenije jedna od druge 1 udvajanje se jasnije vidi. Spektar snage
pokazuje glavni pik na 0.10410 min™', kao i manji pik na polovini frekvencije koji kao i u
prethodnom slucaju ukazuje da je doslo do udvajanja perioda, slika 38.(e). Takode, njegovi

harmonici su na vi§im frekvencijama.

90



Sa daljim povecanjem protoka, ista procedura se ponavlja. Dolazi do pojave haosa,
sve do neke kriticne vrednosti protoka kada se javlja novo udvajanje perioda pra¢eno sa
Sesnaest velikih 1 €etiri male oscilacije u jednom periodu koje se ne mogu uociti na osnovu
vremenske serije, pa je potrebno primeniti druge metode, slika 39.(a). Na postojanje haosa
ukazuje pozitivna vrednost Ljapunovljevog eksponenta, tabela 3. Atraktor se sastoji od
Sesnaest velikih 1 osam malih krugova, i1 uvecani deo atraktora pokazuje izvesno Sirenje
linjja Sto ukazuje na prisustvo haosa, slika 39.(b). Pojava novog udvajanja se vidi 1 iz
Poenkareove mape, slika 39.(c). Takode, iz Poenkareove mape se moze videti da se
cepanje ne odvija ravnomerno odnosno, da se mali krug koji odgovara nizoj vrednosti
koncentracije jodida viSe pocepao, i linije su se jasno razdvojile, dok se drugi krug koji
odgovara vecoj vrednosti koncentracije joda, pocepao nesto manje, pa su linije jo§ uvek
jako blizu jedna drugoj. Ova neujednacenost je posledica ¢injenice da se ove dve linije ne
cepaju pri istoj vrednosti protoka, nego se prvo pri nesto nizim vrednostima pocepa jedna,
a tek pri nesSto viSim vrednostima 1 druga linija. Ova pojava je uoCena 1 pri narednim
udvajanjima perioda. Spektar snage pokazuje glavni pik na 0.10400 min™, kao i dve
povorke manjih pikova. Prva koja se nalazi na polovini frekvencije i odgovara periodu 2, i
druga koja je manja od nje i odgovara periodu 4, jer se nalazi na Cetvrtini frekvencije
glavnog pika, slika 39.(d). Takode, kao 1 do sada, harmonici se nalaze na viSim
frekvencijama. Sa grafika raspodele se ne moze dobiti jasna slika o pojavi haosa u
ispitivanom sistemu, poSto se dobijene raspodele nalaze na Sirokom intervalu i tesko su

uporedive sa prethodnim.
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Slika 39. (a) Atraktor 1 vremenska serija, (b) uvecani deo atraktora, (c), Poenkareova mapa
i (d) spektar snage koji odgovaraju protoku jo = 4.82923 x 10~ min™ i dinamici
sistema (4')s. U spektru snage glavni pik se nalazi na 0.10400 min™, dok su

njegovi harmonici na vi$im frekvencijama.

Sa daljim povecanjem protoka, linije atraktora se sve viSe udaljavaju 1 postaju uZe 1
prisustvo haosa se slabije vidi. Na kraju se, pri odredenoj vrednosti protoka, dolazi do
novog periodi¢nog stanja tipa (4'), itd. Pri vrednosti protoka jo = 4.82924x 10~ min™' sistem
izlazi iz haosa udvajanja perioda i prelazi u haos kojem i dalje odgovaraju oscilacije tipa
4', ali je nestala pravilnost koja je do tada belezena, slika 40. Ovaj haos se moze nazvati

ne-strukturni haos, s obzirom na to da se iz njega ne moze uociti struktura sistema.
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Slika 40. (a) Atraktor i vremenska serija, (b) uveéani deo atraktora, (¢) Poenkareova mapa i
(d) spektar snage i vremenska serija koji odgovaraju protoku j, = 4.82924 x 10~
min” i dinamici sistema (4'),. U spektru snage glavni pik se nalazi na 0.10736
min™, dok su njegovi harmonici na vi§im frekvencijama. Takode, recipro¢na
vrednost pika na frekvenciji 0.01282 min" podeljena sa vrednosti jednog celog
perioda u vremenskoj seriji, daje broj priblizan broju dva i ukazuje na postojanje

udvajanja perioda.

Pozitivna vrednost Ljapunovljevog eksponenta ukazuje na postojanje haosa, tabela 3.
I ovom protoku odgovara vremenska serija na osnovu koje se ne moze odrediti broj velikih
1 malih oscilacija u jednom periodu, slika 40.(a). Takode, uvec¢ani atraktor 1 Poenkareova
mapa ukazuju na sloZzenu dinamiku, slika 40.(b), (c). Medutim, spektar snage pokazuje da 1
ovom protoku odgovara pojava udvajanja perioda, ali se ona ne moze jasno videti kao pri
prethodnim protocima, slika 40.(d). Naime, u spektru snage se pored osnovnog pika koji se

nalazi na 0.10736 min™, javlja pik na 0.01282 min"'. Njegova recipro¢na vrednost
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podeljena sa jednim periodom u vremenskoj seriji, daje broj koji je priblizan broju 2, §to
ukazuje na pojavu udvojenih perioda.

Radi bolje kvantifikacije haosa izvrSeno je izraCunavanje srednjeg odnosa broja
velikih 1 malih oscilacija u dovoljno dugom vremenskom intervalu. Odnos broja malih

oscilacija prema ukupnom broju oscilacija u vremenskoj seriji iznosi 0.2.

Daljim povecanjem protoka, haos postaje sve nepravilniji, iako su vremenske serije
jo§ uvek veoma slicne medu sobom, slika 41.(a). Atraktor i Poenkareova mapa ne daju
dovoljnu informaciju o dinamici sistema, odnosno o broju velikih i malih oscilacija u
jednom periodu, slika 41.(b), (c). Grafik raspodele je sloZenog oblika, slika 41.(d). Spektar
snage pokazuje glavni pik na 0.10376 min" i njegove harmonike na visim frekvencijama
slika 41.(e). Izmedu njih nalazi se Sum, tako da se zbog sloZenog izgleda ne moze dobiti
informacija o moguc¢em udvajanju perioda. Takode, kada se recipro¢na vrednost pika koji
se nalazi na 0.00702 min™ podeli sa vrednosti jednog celog perioda u vremenskoj seriji
dobije se broj 3,7.

I pri ovoj vrednosti protoka odreden je odnos broja malih oscilacija prema ukupnom

broju oscilacija u vremenskoj seriji koji iznosi 0.2.

(a) (b)
6<
@ m o 5.2
£ s{ |5 £
X x5
= B4 X 48]
O 44 £ o
°°E 93 €
; =2 @
© 34 20 50 100 150  200f S 44]
S Vreme, min / -
= 24 =
T T T T T 4.0 . Jaz/ /. .
1.20 1.25 1.30 1.35 1.40 1.37 1.38 1.39 1.40
-4 - 4 3
1.],10 mol x dm™ I.], 10" mol x dm
2 2

94



~
(¢)
~
~
o
~

1.408*10 ‘ ‘ ‘ ‘ 20
o 5
C‘? | | LoaX | ©
C 1407 - - -t RN —— S15
5 D 5
51406””1” I £
o R I Q0
S g
F 1405 oo 5
= I R
= | | | | | —
L e S e St S f\w
I I I I £ me 1.1 | . . .
1.403 1.404 1.405 1.406 1.407 1.408 1.409 1.37 1375 1.38 1385 1.39 1.395 1.4
[12]n, mol x dm-3 x 10 [12], mol x dm-3 x 10
(e)
10°
: 61
10° 0.10376 "-’E 9.0 75 N
1ef\) x
O 2 4
T o E
107 ?
h | ‘9’. 3‘
1073 =
: 24
10’2"’1 . ; . , v y v v v
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0 20 40 60 80 100
. -1 .
Frekvencija, min Vreme, min

Slika 41. (a) Atraktor i vremenska serija, (b) uveéani deo atraktora, (c) Poenkareova mapa,
(d) grafik raspodele i (e) spektar snage i vremenska serija presek koji odgovaraju
protoku jo =4.829255 x 10~ min™ i dinamici sistema (4"),. U spektru snage glavni
pik se nalazi na 0.10376 min™', dok su njegovi harmonici na vi§im frekvencijama.
Izmedu njih se nalazi Sum 1 zbog sloZenog izgleda ne moze se dobiti informacija o

mogucéem udvajanju perioda.

Pri protoku jo = 4.8293 x 10 min™, sistem prelazi u haos mesanih modova, koji
karakteriSe nepravilan broj malih 1 velikih oscilacija u vremenskoj seriji, slika 42. U ovom
konkretnom sluaju haos se sastoji od dva tipa oscilacija, 4' i 6'. Vremenska serija pri
ovom protoku je veoma korisna za utvrdivanje tipa oscilacija, slika 42.(a). U ovakvim
situacijama, samo oslanjanje na atraktor moze dovesti do pogresnog zaklju¢ka o tipu
dinamike, poSto je atraktor koji odgovara ovom protoku veoma sli€an atraktoru koji
odgovara protocima jo = 4.829255 x 10° min "' i jo = 4.82924 x 10™ min ', slika 42.(b).
Poenkareova mapa kao i u prethodnom slucaju pokazuje da je dinamika sistema sloZena,

slika 42.(c). Grafik raspodele je dosta slozenog oblika, slika 42.(d). Spektar snage pokazuje
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glavni pik na 0.10453 min"' i njegove harmonike na vi$im frekvencijama, dok se izmedu
njih nalazi Sum, slika 42.(e). Odnos broja malih oscilacija prema ukupnom broju oscilacija
u vremenskoj seriji iznosi 0.181, zato Sto se povecava broj velikih oscilacija u odnosu na

broj malih.
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Slika 42. (a) Vremenska serija, (b) atraktor 1 uvecani deo atraktora, (c) Poenkareova mapa,
(d) grafik raspodele i (e) spektar snage koji odgovaraju protoku jo = 4.8293 x 107
min™ i dinamici sistema (4'3"). U spektru snage glavni pik se nalazi na 0.10453

.| . . .. o ..
min~, dok su njegovi harmonici na visim frekvencijama.

Nakon toga, dolazimo do novog periodi¢nog dinami¢kog stanja tipa (3') i procedura se
na isti nacin ponavlja kroz ceo sistem, sve do pojave stabilnog stacionarnog stanja koje

odgovara protocima veéim od jo = 5.2 x 10~ min™.

Kada se pogledaju dobijene vrednosti Ljapunovljevih eksponenata izracunate u tabeli 3.,
moze se uoCiti odredena zakonitost koja potvrduje put kojim sistem prelazi iz jednog
dinamickog stanja u drugo. Uredeno stanje, odnosno stanje periodi¢nih oscilacija je
okarakterisano negativnim vrednostima Ljapunovljevih eksponenata. Sa povecanjem
protoka, kroz udvajanje perioda, sistem postepeno prelazi u stanje haosa 1 Ljapunovljevi
eksponenti su pozitivni, sve do pojave novog periodi¢nog stanja kada vrednost eksponenta
ponovo postaje negativna. Takode, uocCeno je da medu pozitivnim vrednostima
eksponenata postoji razlika u veli¢ini. Metoda koja je koriS¢ena za izraCunavanje
Ljapunovljevih eksponenta (Volf metod) je veoma osetljiva, tako da se postepeni prelasci
sistema 1z stanja periodike u stanje haosa, mogu uociti na osnovu promene reda veli¢ine
vrednosti medu Ljapunovljevim eksponentima. Naime, Ljapunovljevi eksponenti koji
odgovaraju haosu koji se javlja sa malim povecanjem kontrolnog parametra su pozitivni,
ali su njihove vrednosti i do jedan red veli¢ine manje od vrednosti koje se dobijaju za
protoke pri kojima je pojava haosa jasnije uocljiva. Na taj nacin, potvrdena je vec

postojeca pretpostavka da sistem iz stanja periodike postepeno ulazi u stanje haosa, koje je
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veoma sli¢no periodici i1 jako ga je teSko vizuelno uociti pomocu vremenskih serija,
spektara snage, pa Cak i atraktora.

Kako su u prethodnom tekstu pokazani nedostaci standardnih metoda u kvantifikaciji
haosa pri nekim vrednostima protoka, neophodno je da se primeni nova nestandardna
metoda multifraktalne analize. Za ovu metodu smo se odlucili zato §to multifraktalni

spektar daje informacije o raspodeli gustine trajktorija po atraktoru.

+ j,=4.8292x10° min”

1.0 . j,=4.82923 x 107 min”
- ' - j,=4.82924 x 10° min’
o j, = 4.829255 x 10° min”’
0.6- j, = 4.8293 x 10° min”
E ] 4
= 0.4- 3
0.2 ]
0.0 — ; ; . .

00 02 04 06 08 10

Slika 43. Multifraktalni spektar koji odgovara vrednostima protoka od j, = 4.8292 x 107
min” do jo = 4.8293 x 10~ min™. Sa f(a) je oznalena fraktalna dimenzija seta

taCaka sa skaliraju¢im indeksom a.

Na slici 43. prikazan je multifraktalni spektar za vise razlicitih protoka sa koga se
moze videti da su svi u manjoj ili ve€oj meri nagnuti na levu stranu. Takode, svi imaju
konkavan oblik i jedan maksimum, Sto je karakteristika multifraktala. Da bi se jasnije
uocili parametri koji opisuju kompleksnost signala (polozaj maksimuma max,, Sirina W 1

asimetrija B) njihove zavisnosti u funkciji protoka predstavljene su na slici 44.
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(2) (b)
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(c)
0.7-
L |
0.6

Asimetrija, B
o
»

0.2

4.82920 4.82925 4.82930

Protok,10"3 min”
Slika 44. (a) Zavisnost polozaja maksimuma max,, (b) zavisnost asimetrije B 1 (c)
zavisnost §irine W u funkciji protoka za interval protoka od jo = 4.8292 x 107

min™ do jo=4.8293 x 10~ min™.

Sa slike 44.(a) moze se zakljuciti da sa povecanjem protoka raste i poloZaj
maksimuma kako sistem polazi od stanja periodike kroz haos udvajanja perioda do
nestrukturnog haosa. Prelazak sistema u haos meSanih modova praden je opadanjem
vrednosti max,. Sa slike 44.(a) se moze uociti da najvea vrednost max, odgovara
nestrukturnom haosu. Takode, pojava nestrukturnog haosa koji odgovara protoku
jo=4.829255 x 10 min™ praena je smanjenjem vrednosti irine W i asimetrije B.

Zatim, protoku koji odgovara haosu mesanih modova odgovara i najveca vrednost

Sirine W, odnosno najslozenija struktura, slika 44.(b), kao 1 najveca vrednost asimetrije B,
slika 44.(c).
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Detaljnom analizom citavog intervala protoka Bray-Liebhafsky oscilatorne reakcije
uocena je odredena zakonitost. Naime, izmedu dva stabilna stacionarna stanja, nalazi se
sredi$nji deo intervala protoka koga ¢ine, jednostavne, haoticne i kompleksne oscilacije.
Kvantifikacija haosa i pracenje prelaska sistema iz jednog dinamickog stanja u drugo
moguce je koris¢enjem nekoliko razli¢itih kvalitativnih i kvantitativnih metoda. Pocevsi od
periodike sistem postepeno prelazi u stanje haosa koje se razvija kroz Sirenje linija po
atraktoru do neke kriti¢ne vrednosti protoka kada dolazi do udvajanja perioda. Udvajanje
perioda je pra¢eno udvostru¢avanjem broja velikih i malih oscilacija. Nakon toga, i dalje je
prisutan haos, koji sa daljim povecanjem protoka polako nestaje i sistem prelazi u novo
stanje periodike. Sa daljim povecanjem protoka, procedura se ponavlja na isti nacin.

Detaljna Sema data u poglavlju 1.2.3. moze se dopuniti na slede¢i nacin:

[1'T =17 haos = [(1")2] haos = [(1)2] = [()2] haos— [()al haos = [(1)a] =12 )a] haos—

[ (1")s] haos... — nestrukturni haos — haos me$anih modova ... —[(/ - 1)'] — ...
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ZAKLJUCAK

U radu su razvijene metode za kvantifikaciju haosa nelinearnih reakcionih sistema.
Za kompletnu karakterizaciju haosa, kao najsloZenijeg oblika dinamickog sistema, pored
novih metoda (simbolicka dinamika, metoda kvantitativne analize lokalne Sirine atraktora
u zoni Poenkareovog preseka i multifraktalna analiza) koriS¢ene su i postojee metode
kvantifikacije (vremenska serija, atraktori, Poenkarecove mape, spektri snage,
Ljapunovljevi eksponenti). Takode, definisani su 1 uslovi pod kojima svaka od njih daje
pouzdani relevantni rezultat. UspeSnost pomenutih metoda proverena je na primeru
oscilatorne reakcije Bray-Liebhafsky, ¢iji je model upotrebljen kao izvor za dobijanje
odgovarajucih vremenskih serija.

U radu je pokazano da vremenska serija daje pocetnu informaciju o tipu dinamike i u
mnogim slu¢ajevima moze se jasno razlikovati uredeno stanje od stanja haosa. Medutim,
bliska dinamicka stanja koja se javljaju usled pojave udvajanja perioda ne mogu se uociti
samo na osnovu vremenske serije.

Za razliku od vremenske serije, iz atraktora u faznom prostoru moze se uociti pojava
udvajanja perioda, kao 1 pojava haosa (kada linije atraktora popunjavaju prostor). Fazni
portret atraktora dao je znaCajne informacije o sistemu pri protocima pri kojima dolazi do
pojave udvajanja perioda $to se najbolje moglo proucavati kroz cepanje linija malog kruga
koji odgovara maloj oscilaciji. Takode, uoc¢eno je da se prilikom visestrukog udvajanja
perioda javlja neravnomerno cepanje linija, tako da se neke od njih udvajaju pri nizim
vrednostima kontrolnog parametra, a neke pri viSim, dok je intenzitet razdvajanja linija
takode razlicit. I pored nesumnjivih koristi koje proizilaze iz analize atraktora, pojava
nestrukturnog haosa, do koje dolazi pri nekim vrednostima kontrolnog parametra, ¢ini da
atraktor u takvim slu¢ajevima bude veoma sloZen i tezak za tumacenje dinamike.

Analizom Poenkareovih mapa utvrdena je razlika izmedu periodi¢nih i haoti¢nih
trajektorija, koja se kod periodi¢nih kretanja ogleda u konacnom broju tacaka, dok se kod
haoti¢nih kretanja kontinualno popunjava jedan deo ravni. Zatim, analizom simbolicke
dinamike omoguceno je da se jasnije sagleda zakonitost redosleda pojavljivanja velikih 1
malih oscilacija u Poenkareovom preseku. Za tu svrhu u ovom radu je postavljena nova
forma simbolickog zapisa.

Osim atraktora i Poenkareovih mapa, udvajanje perioda se moze uociti i na osnovu

spektara snage tako Sto se pored glavnog pika moze javiti 1 povorka manjih pikova koji se
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nalaze na polovinama, Cetvrtinama, osminama itd. frekvencija glavnog pika. Medutim,
pokazano je da se iz spektra snage moze zakljuciti samo koliko razli€itih velikih oscilacija
ima u sistemu, posto spektri snage nisu dovoljno osetljivi na promene broja malih
oscilacija.

Prisustvo fine strukture spektra Ljapunovljevih eksponenata, dobijenih numerickom
simulacijom Bray-Liebhafsky oscilatorne reakcije, pokazalo je da ekstremno male
fluktuacije koncentracija reakcionih vrsta mogu uticati na pomeranje sistema sa atraktora 1
dovesti do nepredvidivih promena u dinamici sistema. Primenom Volfove metode odredeni
su najveci Ljapunovljevi eksponenti (pozitivni i negativni) i uoceno je da medu pozitivhim
vrednostima eksponenata postoji razlika u veli¢ini koja ukazuje na tip haosa. Ljapunovljevi
eksponenti koji se dobijaju neposredno nakon prolaska kroz bifurkaciju na prelazu izmedu
periodi¢ne u haoti¢nu dinamiku, odgovaraju haosu i pozitivni su, ali su njihove vrednosti 1
do jedan red veli¢ine manje od vrednosti koje se dobijaju na znatnijim udaljenostima od
iste bifurkacije. Na taj nacin potvrdena je ve¢ postojeca pretpostavka da sistem iz stanja
periodike postepeno ulazi u stanje haosa, koji je veoma sli¢an periodici i jako ga je teSko
vizuelno uociti pomocu vremenskih serija, spektara snage, pa ¢ak 1 atraktora.

U radu je razvijena i po prvi put koriS¢ena metoda kvantitativne analize lokalne
Sirine atraktora u zoni Poenkareovog preseka. Grafik raspodele pokazuje da uzane linije
periodi¢nog atraktora sa malim povecanjem protoka postaju difuzno raspodeljene u maloj
oblasti faznog prostora, obrazuju¢i trake koje sadrze vise linija. Pove¢anjem kontrolnog
parametra, trake se prvo Sire, a zatim i1 cepaju, pri ¢emu nastaju nove trake. Sa daljim
povecanjem kontrolnog parametra, novonastale trake se sve viSe udaljavaju i1 postaju sve
uze poprimajuci diskretnu strukturu linija periodicnog atraktora. Postupnost uocenih
pojava je po prvi put istrazena primenom ove metode.

Za multifraktalnu analizu je koriS¢ena Poenkarcova mapa ¢ija je struktura
okarakterisana multifraktalnim spektrom. Razraden je novi postupak analize fraktalnih
osobina ispitivanog sistema pomocu koga se multifraktalni spektar datog dinamickog
sistema karakteriSe definisanim kvantitativnim pokazateljima: poloZzajem maksimuma
(max,), Sirinom (W) i asimetrijom (B) multifraktalnog spektra. Metoda omogucuje da se
jasno uoci razlika izmedu haosa udvojenih perioda i haosa meSanih modova kojima
odgovaraju najviSe vrednosti W 1 max, ukazujuéi na postojanje slozenije strukture

atraktora.
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Prilog I Pojmovi koji se naj¢esce koriste u nelinearnoj dinamici reakcionih

sistema

Atraktor - trajektorija sistema u faznom prostoru (stabilna orbita).

Autokorelaciona funkcija - meri korelaciju (slicnost) signala sa samim sobom u
razli¢itim vremenskim intervalima.

Bifurkacija - (lat. Bifurcus, bi — dva 1 furkus — viljuska, $to znaci granati se, razdvojiti).
Bifurkacioni dijagram - gratk koji prikazuje skup stanja sistema u funkciji kontrolnog
parametra.

Cudni atraktor - (atraktor koji nije ni ta¢ka ni grani¢ni ciklus) - beskonaéno kretanje
sistema u ograni¢enom prostoru koje se nikada ne ponavlja.

Dinamicki sistem - sistem ¢ija je evolucija jednoznacno odredena poc¢etnim uslovima.
Disipativni sistem - sistem koji nepovratno gubi svoju energiju, predaju¢i deo energije
okolini.

Deterministicki sistem - sistemi Cije se ponaSanje moze odrediti nekom unapred tacno
definisanom procedurom.

Fajgenbaumov scenario prelaska u haos podrazumeva da se sa promenom bifurkacionog
parametra u dinamickom sistemu javlja niz, tzv. viljuskastih bifurkacija. One nastaju kada
u dinamici sistema iz nekog razloga stabilna fiksna tacka postane nestabilna 1 na njenom
mestu se pojave dve nove stabilne fiksne tacke.

Fazni prostor - apstraktni n - dimenzionalni prostor koji obuhvata sve promenljive sistema
Fraktal - geometrijski objekat koji ima necelobrojnu dimenziju (ili objekat ¢ije su
dimenzije vece od njegove topoloske dimenzije). Fundamentalna odlika fraktalnih objekata
je samo-sli¢nost, §to znaci da su delovi objekta sli¢ni celini.

Haos (deterministi¢ki haos, aperiodi¢na evolucija) - vremensko ponaSanje sistema koje je
aperiodi¢no, odnosno koje se nikada potpuno isto ne ponavlja, te kao takvo nema period
ponavljanja.

Haos udvajanja periode - nastaje kada perioda postane nestabilna pa se trajektorija krece
u njenoj okolini, a atraktor ima odredenu kona¢nu Sirinu.

Homoklini¢na orbita - zatvorena putanja koja spaja neku fiksnu tacku u faznom prostoru
sa samom sobom.

Intermitencija - naizmeni¢ne periodi¢no - haoti¢ne faze u dinamici sistema koje se uvek

javljaju pri istoj vrednosti bifurkacionog parametra.
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Kolmogorovljeva entropija - meri koliko je neureden, odnosno haotican neki sistem.
Kontrolni parametar - parametar ¢ijim variranjem dolazi do promene dinamike sistema
Kvaziperiodi¢no kretanje - kretanje dinamiCkog sistema koji osciluyje na dvema
nezavisnim frekvencijama.

Ljapunovljev eksponent - pokazuje kako se menja rastojanje dve pocetno bliske tacke
tokom evolucije dinamickog sistema.

Multifraktal - objekat sa mnoStvom fraktalnih dimenzija.

Nelinearna dinamika - naucna disciplina koja se bavi proucavanjem osobina nelinearnih
dinamickih sistema.

Nelinearni sistem - sistem u kome se interakcija izmedu konstituenata sistema
matematicki opisuje nelinarnim relacijama.

NeravnoteZno stacionarno stanje - stacionarno stanje koje se postize u uslovima daleko
od termodinamicke ravnoteze kada su izjednacene brzine uticaja reaktanata i brzine
razlaganja istih, kao 1 brzine nastajanja produkata i brzine njihovog isticanja iz sistema.
Nestrukturni haos - atraktor se sastoji iz velikog broja linija koje odgovaraju malim 1
velikim oscilacijama i iz njega se ne moZze uociti struktura udvajanja perioda u sistemu.
Nuklina - kriva u faznom prostoru koncentracija duz koje je brzina promene koncentracija
jedne reakcione vrste jednaka nuli.

Otvoren reakcioni sistem - sistem koji sa okolinom razmenjuje i energiju i masu.
Oscilatorne hemijske reakcije - reakcije kod kojih se, u uslovima daleko od
termodinamicke ravnoteZze, za odredeni opseg vrednosti kontrolnih parametara
(temperature, pocetne koncentracije reaktanata itd.), koncentracije reaktanata i produkata u
vremenu menjaju skokovito dok koncentracjie intermedijera rastu i opadaju, tj. osciluju
oko odredene vrednosti.

Poenkareovi preseci - skup tacaka u preseku, pri cemu se uzimaju u obzir samo ulazne
tacke trajektorije sa jedne strane povrsi.

Poenkareovo preslikavanje - preslikavanje koje vodi od jedne tacke preseka do druge duz
trajektorije.

Sistem - deo Sire celine koja ima odredena svojstva u odnosu na celinu, odnosno ima
osobine entiteta.

Spektar snage - predstavlja kvadrat modula Furijeove transformacije duz trajektorije:

P(0)=[K()’

,gdeje X(w)= J.: exo(imt)x(t)dt
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Pogodan je za razlikovanje periodi¢nog kretanja sa viSe frekvencija od haoti¢nog kretanja.
Stohasticki sistemi - sistemi kod kojih se budu¢e ponaSanje sistema ne moze predvideti
samo kroz verovatnocu nalazenja sistema u odredenom stanju ili samo kroz evoluciju
srednje vrednosti fizicke veli¢ine koja oslikava njegovo dinamicko stanje.

Strukturni haos - atraktor se sastoji od linijja koje odgovaraju malim i velikim
oscilacijama 1 iz njega se moze uociti struktura udvajanja perioda u sistemu.

Trajektorija - linija koja opisuje kretanje neke reprezentativne tacke u vremenu.

Torus - atraktor c¢ija tranzijentna dinamika odgovara stabilnim kvaziperiodi¢nim
oscilacijama. Torus nastaje rotacijom kruznice oko ose koja pripada ravni kruznice ali sa
njom nema dodirnih tacaka.

Zatvoreni reakcioni sistem - reakcioni sistem koji sa okolinom razmenjuje samo energiju.
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Mpunor

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTU LWUTaMMaHe U eNIeKTPOHCKe
Bep3nje AOKTOPCKOr paaa

MoTnucanw/a

U3sjaBrbyjeM Oa je enekTpoHCKa Bepaunja Moje JOKTopcke AucepTauuje

Pa3Boj MeToga 3a KBaHTUdMKaUM]y Xaoca Yy HeNIMHeapHUM peakuMOHUM
cncremuma

KOjy cam npepao/na 3a objaBrbvBake Ha noprtany AurntanHor penosuTtopujyma
YHuBep3uteTta y beorpagy nctoBetHa LiTamnaHoj Bep3unju Koja ce Hanasn y poHay
YHuBep3uTeTcke bmubnunoteke ,,Ceetosap Mapkosuh®.

Motnuc

Y Beorpaay, 09.05.2014. —




Mpwunor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

MNMotnucaHu-a iBaHoBuh AHa
UsjaBmbyjem
[a je OKTopCcKa gucepTauuja nog HacnoBom

Pa3Boj meToga 3a kBaHTUPMKaLMjy Xaoca y HENMMHEAPHUM peakLMOoOHUM cUcTeMmnma

e pe3ynTaTt CoONnCTBEHOr UCTPpaXmnBa4vKkor paga,

e [la nNpeanoxeHa guceprauuja y LenuHuM HU y AenoBuMa Huje 6una npegnoxeHa 3a
pobujarbe  Buno koje  agunnome npema  CTyAWCKAM  MnporpaMuma  Apyrux
BMCOKOLLIKOJICKMX YCTaHOBA,

e [aCy pe3ynTaTi KOPEeKTHO HaBedeH U

e [a HUCaM KpLuMo/na ayTtopcka npaBa W KOPUCTMO WHTEMEKTyarHy CBOjUHY ApYrux
nvua.

MoTnuc

Y Beorpagy, __ 29.04.2014. Ao




Mpunor 2.

U3jaBa o kopuwhewy

Osnawhyjem YHuepsuTetcky 6ubnuoteky ,CBetosap MapkoBuh* pga y [OurutanHu
penosutopujym YHusepauTeta y beorpagy yHece Mojy [OKTOPCKY AucepTauujy nog
HacrnoBomMm:

Pa3Boj MeToaa 3a kBaHTU(MKaLMjy Xxaoca y HefiMHeapHUM peakuMOHUM cUCcTeMUMa
Koja je Moje ayTOpCKO Aeno.

OucepTauujy ca cBMM npunosuma npegao/na cam y enekTpoHCKOM hopmaTy NoroAHoM 3a
TpajHO apXuBUpat-e.

Mojy OOKTOpCKY AucepTauujy rnoxpaweHy y [urutanHu penosutopujym YHuBepauteTa y
Beorpagy mory ga kopucte c©BuW Koju nowTyjy oapenbe capgpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeaTtusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce ogry4uo/na.

1. AyTopcTBo
2. AyTOpCTBO - HEKOMEpLMjarHo

3. AyTOpCTBO — HEKOMEpUMjanHo — 6e3 npepage

4. AyTOPCTBO — HEKOMEPLMjanHO — AENUTN NOA UCTUM YCIoBMMa
5. AytopctBo — 6e3 npepase
6. AyTOpCTBO — AenuTu Nog UCTUM yCcroBuma

(Monumo Ja 3aoKpy»XuTe camo jefiHy of, LecT NoHYReHnX NMuueHUn, KpaTak onuc nuueHum
naT je Ha nonefhuHu nucra).

MoTnuc

Y Beorpagy, __13.03.2014 r A
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